和] 


必 微 分 方程 是 数学 的 一 个 很 重要 的 分 支 ， 共 所 以 如 此 ， 大 体 上 有 两 方面 的 原因 。 主 
朱 ， 它 己 生 产 实践 和 科学 技术 的 联系 极为 密切 ， 在 变量 进入 数学 之 后 ， 要 用 变量 水 描 相 
与 刻 划 某 个 过 程 中 各 个 变量 之 间 的 关系 ， 几 乎 都 离 不 开 微分 方程 。 因 此 ， 微 分 方程 从 它 
生生 十 就 日 益 成 为 人 们 探求 各 种 自然 规律 的 有 力 工具 ， 从 而 是 数学 解决 实际 问题 的 主要 
泌 道 之 一 ; 此 次 常 微分 方程 几乎 涉及 到 数学 所 有 的 学 科 ， 它 一 方面 运用 各 个 数学 学 各 和 
理论 与 方法 来 解决 自己 的 问题 ， 同 时 又 为 其 它 的 数学 学 科 提出 了 很 多 新 的 课题 ， 这些， 
我 们 以 后 会 逐步 看 到 的 ， 

本 书 作为 高 敌 师 范 院 校本 科 生 及 中 学 教师 商 授 生 的 教材 ， 我 们 在 编写 时 ， 有 以 下 风 
点 想法 . 

1 反映 高 师 特点 ， 联 系 中 学 数学 教学 实际 . 

员 然 在 普通 中 学 数学 课 中 没有 常 微分 方程 的 内 容 ， 但 是 ， 常 微分 方程 与 中 学 数学 元 
ws 内容 有 着 极其 密切 的 联系 。 中 学 数学 内 容 是 数学 最 基础 的 知识 ， 中 学 教师 必须 回 客 : 
六 此 知识 为 什么 要 讲 ? 与 以 后 的 数学 理论 有 什么 关系 ? 有 什么 用 ? 在 以 后 是 如 何 用 地 ? 
入 后 发 展 如 何 ? 有 些 什么 基本 的 数学 方法 等 等 ， 而 党 微分 方程 ， 正 如 前 面 所 说 ， 它 既 - 
实际 问题 联系 帘 切 ， 又 是 各 数学 学 科 综 合 应 用 性 强 的 学 科 ， 因 此 ， 对 于 上 面 提 出 的 许多 
辣 题 ， 能 够 做 出 很 多 有 意思 的 回答 .一 方面 可 以 使 中 学 教师 “居高临下 ”， 另 一 方面 叉 
可 以 护 拓 知识 面 ， 充 实 加 强 对 于 中 学 数学 内 容 的 理解 .我 们 尽 可 能 在 有 关 的 部 分 日 党 地 
进行 这 方面 的 联系 。 另 外 ， 我 们 还 介绍 一 部 分 历史 材料 ， 这 对 于 中 学 教师 也 是 很 有 益 
pi 当然， 这 仅仅 是 一 种 探索 性 的 尝试， 有待 进一步 总 结 经 验 ， 继 续 改 进 . 

2. “弹性 ”大 一 把 。 

各 高 师 院 校 师 资 与 学 生 情 况 很 不 同 ， 本 科 与 页 授 的 荃 异 也 频 大 ， 因 此 ， 我 们 仁 先 村 
上 “弹性” 较 大 ， 有 浅 有 深 。 既 有 主要 的 传统 的 内 容 ， 又 对 现代 理论 作 了 扼要 的 介绍 ; 
时 右 基 本 的 解 凌 。 又 编 人 了 理论 性 较 强 的 某 些 部 份 .这样 ， 大 家 可 以 根据 自己 的 情况 过 
行 取 含 ， 较 难 的 部 份 都 打上 了 * 号 .对 于 有 条 件 的 院 校 及 基础 较 好 的 学 生 ， 可 以 提出 次 
高 的 要 求 ， 为 以 后 学 习 与 研究 打下 较 好 的 基础 ， 

3 ， 诗 配 了 充足 的 习题 以 期 较 好 过 二 齐 第 生 分 析 问 题解 决 问题 的 能 力 。 

不 生 一 闻 每 一 章 都 选 配 了 相当 多 的 习题 ， 有 计算 题 、 证 明 题 及 应 用 题 。 使 学生 通辽 
做 习题 得 到 很 好 的 训练 ， 特 别 是 选 了 一 批 适合 学 生 独 立 钻 研 的 证 明 题 ， 对 于 堵 养 学 生 间 
论证 能 力 入 有益 处、 

4, 力求 文字 通畅 ， 便 于 月 学， 

本 书 是 在 1966 年 前 的 几 版 铬 印 黎 色 197 秆 的 注 印 稿 的 基础 上 修订 而 成 ， 虽 然 我 们 做 
一定 的 妈 力 ， 但 是 问题 及 错误 骨 定 是 公有 的 ， 请 使 用 本 教材 的 教师 及 同学 提出 宝 贰 的 
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第 一 章 初等 积分 法 


S1.1 微分 方程 与 解 


1°， 读 考 在 开始 本 课程 时 ， 第 一 个 理所当然 的 问题 ， 自 然 是 :什么 是 微分 方程 ?为 
了 说 明 这 个 间 题 ， 先 复习 一 下 关于 方程 的 一 些 基本 概念 。 
所 谓 方 程 ， 在 数学 中 是 指 那些 含有 未 知 量 的 等 式 ， 它 表达 了 未 知 量 所 必须 满 征 的 某 
种 条 件 ， 方 程 的 类 型 是 繁多 的 ， 其 分 类 的 主要 依据 就 是 对 未 知 基 所 炮 加 的 数学 迹 自 . 
例如 ， 和 在 方程 
人 3 一 2% 十 1 二 0， 
NT 一 1 一 WX 二 + 和 二 1; 


中 。 对 未 知 数 % 所 施加 的 是 代数 运算 ， 因 此 它们 都 是 代数 方程 . 
在 方程 : 
Sin 区 十 COS % 二 1，; 


, z , 
arcte% + arcctg%= -了 


Ex 一 %2 十 2% 一 1 
中 ， 对 未 知 量 % 所 施加 的 是 超越 画 数 的 运算 ， 因 此 上 列 方程 是 超越 方程 ， 
微分 方程 与 上 述 方程 不 同 ， 它 的 未 知 量 是 未 知 函 数 ， 而 邦 加 于 未 知 画 数 的 运 异 则 是 

导数 或 微分 运算 .本 课程 是 研究 常 微分 方程 的 ， 方 程 中 的 未 知 画 数 都 是 一 元 函数 ， 导 数 
市 就 自然 是 对 仅 有 的 自 变量 的 导数 。 下 列 方 程 都 是 常 微分 方程 或 常 微分 方程 组 、 

2 一 %y(% 为 自 变 量 ，3 为 未 知 夯 数 ) ; 

(t+%)CEAT%GXY=0(， 世 何者 为 自 变 量 任 已 ) ; 

y?+2y' 一 3 二 ex (% 为 自 变 量 ，2 为 未 知 图 数 ); 


| az “ 
| GE 一 少雨 (为 自 变 量 ，23 与 z 为 未 知 加 数 ) . 


除了 党 微分 方程 以 外 ， 还 有 偏 微分 方程 ， 偏 微分 方程 中 的 未 知 西数 是 多 无 禾 数 ， 施 
加 于 末 知 责 数 的 运算 是 偏 导数 例如 z 
3 一 4 十》 (%，3 为 变量 ，z 为 术 知 疼 数 ); 


28 C2 ，,, 
+o 玉 Wt eg2 一 0 《人 %， 儿 ，z 为 自 变量 ，w 为 未 知 丽 数 ) ， 


本 书 具 讨论 常 微 分 方程 ， 候 微分 方程 留待 其 它 诛 程 去 便 究 . 

把 以 上 的 复述 概括 一 下 ， 我 们 可 以 较 确切 地 说 ， 常 微分 方程 就 是 表达 了 自 变 量 、 未 
知 邯 数 以 及 未 知 函 数 的 某 些 导 数 〈 或 微分 ) 之 间 的 关系 的 方程 式 ， 

党 微分 方程 有 着 深刻 而 生动 的 天 际 青 景 ， 它 生生 和 全 全 人 而 又 成 
为 现代 科学 技术 中 分 析 问 题 与 解决 问题 的 一 个 强 有 力 的 工具 . 下面 介 绍 几 个 例 本 

例 1. 自然 变化 率 问 题 . 

我 们 知道 ， 数 学 中 有 一 个 很 重要 的 数 

e 二 2.71828.……: ， 

( 字 尽 e 取 折 大 数学 家 欧 拉 一 Bzler 的 姓 的 第 一 个 字母 ) 它 是 上 自然 对 数 的 压 ， 在 全 国 统 
编 中 学 新 教材 的 微 积分 部 分 ,已 经 对 它 做 了 介绍 ， 这 个 数 之 所 以 为 人 们 所 重视 ,一 个 主要 
原因 是 它 与 自然 界 的 一 个 重要 现象 有 关 ， 这 个 现象 就 是 ， 很 多 量 ( 记 为 *(t)) 在 随时 
间 的 变化 过 程 中 (增加 或 减少 )， 它 们 对 时 音 的 瞬时 变化 率 ( 即 %(#) 对 时 间 # 的 
导数 dx /dt) ， 与 该 量 在 该 瞬时 存 有 的 数量 成 正比 〈 这 个 规律 有 人 称 为 自然 变化 律 ) . 

例如 级 艺 和 凰 畜 的 增殖 ， 森 林木 材 储 量 的 增长 都 服从 这 个 规律 . 

又 如 型 变 物 质 〔 如 镭 、 负 等 ) ， 它 们 时 刻 都 在 裂变 成 其 它 的 物质 《如 铅 ) ， 从 而 质 
量 逐 渐 减 少 。 根据 济 定 它们 的 裂变 速度 即 单位 时 间 错 变 的 质量 》 所 交 人 
有 质量 成 直 比 . 

再 如 在 某 介质 上 的 物体 的 冷却 过 程 ， 服从 牛顿 (Newton) 冷却 定 律 ， 它 指 出 ， 
物体 的 温度 的 下 降 速 度 与 该 物体 的 温度 和 介质 的 温度 之 汞 成 正比 ， 

我 们 来 把 自然 变化 律 用 数学 形式 表达 出 来 . 


设 所 考虑 的 变量 为 *， 时 间 为 于 十， 有 关系 


dx 
3 =hy, : (1.1) 


《( 当 % 增 加 时 ， 和 >， 入 <0) 这 生 一 个 关 于 


程 。 
为 了 求 出 未 知 画 数 %= -xb)， 可 以 把 (1.1) 变形 为 


kdt, 
多 


然后 两 端 积 分 ， 得 到 | 
ln |X| 二 ht 十 Co。 (C0 为 一 常数 ) 。 


或 者 


w(t)=cekt (C 一 士 eco) 。 
如 果 已 知 在 时 刻 上 = 如 时 ， 变 量 和 一 Xo， 应 有 和 to) 二 Xe 将 这 个 初始 条 件 代 入 上 
式 ， 应 有 有 


Mo 一 CEkRto，C 一 X0e 


—kio 


从 而 求 得 


w(t)= roek't-to), 
即 符合 自然 变化 律 的 变量 ， 都 按 以 8 为 底 的 指数 栈 数 进行 变化 ， 
例 2. 抛物 线 的 光学 性 质 ， 
在 中 学 平面 解析 几何 中 已 经 指出 ,汽车 前 太 和 探照灯 的 反射 盆 面 都 取 为 旋转 抛物 面 ， 


就 是 将 抛物 线 绕 对 称 轴 旋转 一 周 所 形成 的 曲面 将 光源 安置 在 抛物 线 的 焦点 处 ， 光 线 经 
馒 面 反射 就 成 为 平行 光线 了 .这 个 问题 在 平 南 y 
解析 几何 中 已 经 作 了 证 明 ， 但 是 ， 今 天 我 们 要 1 


提出 两 个 问题 ， 首 先 ， 人 们 是 如 何 发 现 抛 物 线 
有 这 个 性 质 的 ? 其 次 ， 具有 前 述 性 质 的 曲线 是 
否 只 有 皂 物 线 ? 这 些 问 题 的 解决 都 依 顿 于 常 微 
分 方程 小、 
由 于 对 称 性 ， 只 考虑 在 过 旋转 轴 的 一 个 平 Q x 
面 上 的 轮 廊 线 !. 如 图 1.1 ,以 旋转 轴 为 OX 轴 ， 
光源 放 在 原点 0 (0,0). 设 1 之 方程 为 》= 
y(X). 由 〇 点 发 出 之 光线 经 氏 面 反射 后 平行 于 
O% 辆 . | 
设 M(#.9) 为 1 上 任 一 点 ， 光线 OM 经 和 
反射 后 为 MR .MT 为 1 在 M 点 的 切线 ， MMN 为 1 在 M 点 的 法 线 ， 根 据 光线 的 反射 定 


律 ， 有 


从 而 
tgZOMN =tgLNMEK, 
因为 以 工 的 娃 率 为 ,MN 的 娃 率 为 - ， 所 以 由 夹 角 正切 公式 ， 有 
1 了 
JJ 2% 
te OMN = y ， 
yr 
pl 
ee = 
从 而 
1 4%+23 
9 YY 一 分 
即 到 得 微分 方程 


yyY'2 十 2%%7 Y=0. (1.2) 
于 是 ， 求 曲线 i 的 词 题 就 变 成 要 从 上 面 的 微分 方程 中 求 坟 知 机 数 3》 的 问题 了 . 这 个 

问题 留待 后 面 去 解决 ， 但 是 可 以 也 先 指出 ， 只 有 抛物 线 才 具 有 所 要 求 的 性 质 ， 
例 3， 受 空气 阻力 的 自由 落体 . ” 人 


设 质量 为 人 2 的 物体 ， 在 时间 t=0 时 自由 下 落 ， 在 空气 中 受到 的 阻力 与 物体 的 下 落 
速度 成 正比 ， 求 物体 下 落 距 离 与 时 间 的 关系 、 


如 图 1.2 建立 坐标 系 . 设 为 物体 下 落 的 中 离 .于 是 物体 下 落 的 束 
卉 为 
dx ~ 
“at 
加 速度 为 | Mm. 
ad2x 
~ dt2" 
根据 牛顿 第 二 定律 =ma， 可 以 列 出 方程 
d2%_ dx X 
At2 一 一 yy -mg (1.3) 
图 1.2 
其 中 为 一 正比 例 常数 ， 右 端 第 一 # 仙 另 表示 阻力 与 这 方向 相反 . 


于 是 ， 问 题 又 归结 为 求 满足 上 述 方 程 的 未 知 出 数 %*(t) 的 问题 . 

从 以 上 三 个 例子 中 我 们 看 到 ,由 实际 问题 中 提出 求 的 微分 方程 是 各 式 各 样 的 ,但 是 ， 
我 们 以 后 会 看 到 ， 可 以 把 微分 方程 按照 某 些 属性 加 以 分 类 ， 再 根据 各 种 类 型 的 等 所 去 进 
行 侠 究 . 微分 方程 分 类 的 依据 也 是 很 多 的 ， 但 是 ,一 一 个 很 基本 的 依据 就 是 在 微分 方程 中 
所 出 现 的 未 知 函 数 的 导数 的 最 高 阶 数 . 我 们 把 它 称 为 微分 方程 的 阶 . 例如 ， 方程 (1.1) 
及 (1.2) 的 阶 都 是 1， 因 此 称 它 们 是 一 阶 方程 . 而 (1.3) 中 来 知 本 数 的 最 高 阶 数 为 
2 ， 所 以 它 的 阶 就 是 2 ， 它 就 是 二 阶 方 程 . 以 后 我 们 还 会 看 到 更 高 阶 的 方程 . 

微分 方程 的 阶 有 点 类 似 代数 方程 的 次 . 而 且 ， 以 后 会 看 到 ， 有 些 类 型 的 微分 方程 的 
阶 数 与 菜 些 次 数 等 于 其 阶 数 的 代数 方程 ， 有 着 极为 密切 的 联系 请 读 独 加 以 注意 、 

一 阶 常 微分 方程 的 一 般 形式 可 以 表 为 


F(X,»,»’')=0, (1.4) 
y= 了 (%,»), (1.5) 
M(%,) dx +N(X, ydy=0. (1.6) 
(1.4) 称 为 一 阶 隐 方 程 。 (1.5) 称 为 一 阶 显 方程 ， 〈1.6) 称 为 微分 形式 的 一 阶 
方程 四 
方程 (1.2) 是 一 阶 隐 方 程 ， (1.1) 是 一 阶 显 方程 . 
方程 
Xd%+ ydy=0 
及 


(tft2+%)dft+xdx =0 
都 是 微分 形式 的 一 阶 方程 。 : 
n 阶 显 式 方程 的 一 般 形 式 记 为 


YD = K YY ,YE 1 ), : (1.7) 
4 阶 隐 式 方程 的 一 般 形式 记 为 
FX, YY ,ee ,9 ) =0. (1.8) 
2” ， 代 数 方程 与 超越 方程 的 主要 问题 之 一 就 是 求 方程 的 根 ， 所 衣 方 程 
f(%)=0 
的 根 % 是 指 这 样 的 数 ， 在 方程 中 令 % 一 %‰ 有 时， 等 式 
fF(%0)=0 
J 成 开 ， 
与 此 相 类 似 ， 微 分 方程 的 主要 问题 之 一 是 求 方程 的 解 . 一 般 地 说 ， 微 分 方程 的 解 就 
是 满足 方程 的 西数 。 可 定义 如 下 ， 
定义 1.1.。 设 酚 数 9=y.2%) 在 CGO 上 有 定义 ， 昌 存 在 4# 阶 导数 ， 如 果 把 92== 2》(%) 
代入 方程 


F (X,Y ?°° ,人 2) 一 0， (1.8) 
得 到 在 区 间 [6&,8]. 上 的 恒等式 
F(X,YCR) ,YX), ,XTX))E0, 


则 称 y= YCX) 为 方程 (1.8) 在 {4,58] 上 的 一 个 解 . , 
汶 个 定义 是 就 (1.8) 在 闭 区 间 [4,5】 上 叙述 的 ， 对 于 其 它 形式 的 方程 或 区 间 ， 也 
可 以 相应 地 我 述 ， 在 此 不 去 重复 了 。 


易于 验证 函数 
多 二 %2 十 C (ec 为 任意 第 数 ) 
为 微分 方程 
y=2%X 
的 解 。 
国 数 
y=e@xX 十 Ci 汉 十 Ca (ci ca 为 任意 第 数 ) 
为 微分 方程 
, Jy”=C* 
的 解 ， 


例 4， 验证 阔 数 》= 5_ 迷 一 写 6 (5 为 任意 常数 ) 为 方 和 


和 


dy_» 多 “ 
2= 7 +Y 1 二 


dx 
解 。 将 所 给 丽 数 代入 方程 左 端 得 
y’' =CX. 
代入 右 端 街 


.2 | \2 
ET 
CX 1 CN 十 1 

2C KN 2 CY 

当 CX%Y>>0 上 时， 两 端 恒 等 。 当 cY<o 时 ， 两 端 不 恒 等 。 所以， 当 c>>0 时 ， 所 设 画 数 
为 方程 在 (0, 二 co) 上 的 解 ; 而 当 c 过 0 时 ， 所 设 豆 数 为 方程 在 (一 2 ,0) 上 的 解 . 

例 5. 验证 函数 

一 Cicos%X+C2sin% (C1，C2 为 任意 常数 ) 

为 方程 

?二 多 二 0 
在 (一 co， 十 ce) 上 的 解 ， 

解 . 事实 上 ,在 (一 ce，+co) 上 有 
一 一 (C100SY% 二 Co2SsmY)， 

所 以 在 (一 ， 十 co) 上 有 

4 “十 4 三 0， 
从 而 所 设 图 数 为 方程 的 解 ， 

为 了 便于 研究 方程 的 解 的 性 质 ， 我 们 常常 考虑 解 的 图 象 ， 并 且 称 之 为 微分 方程 的 积 
分 曲线 。 以 后 ， 为 了 叙述 简便 ， 我 们 对 解 和 积分 曲线 这 两 个 名 词 在 很 多 情形 都 不 加 以 区 
别 ， 

在 很 多 实际 问题 中 ， 我 们 必须 求 微分 方程 满足 初始 条 件 的 解 ， 

例如 在 例 1 中 ， 设 时 刻 ! 一 加 时 ， 变 量 %=‰， 国 数 

YY(t) 一 MoeERCI to 


就 是 方程 


的 满足 成 始 条 件 

y(t0)=%o 
的 解 . 

一 阶 方程 (1.4) 、 (1.5) 及 (1.6) 的 初始 条 件 为 
»(%o0) = Vo. 
求 微分 方程 的 满足 初始 条 件 的 解 的 问题 称 为 初 值 问题 .方程 (1.5) 的 初 值 问 题 党 

记 为 

(a ,») /1 9) 
4(%o) = Yo. 


初 值 问 题 也 常 称 为 柯 希 (Cauchy ) 问题 ， 彻 值 问题 (1. 9) 的 几何 意义 是 在 X09» 平面 上 
求 经 过 点 (%，yo) 的 积分 曲线 。 
例 6. 求解 初 值 问题 


| y 7 一 24% 
9(1) 一 4， 
解 ， 前 面 已 知 函 数 %=%+c (2 为 任意 常数 ) 的 解 . 为 了 这 画 数 能 满足 初 始 条 件 
y(1) 二 4， 只 人 须 将 它 代 入 》==%?+c， 即 有 C 三 3， 填 起， 二 %2+3 为 所 求 初 值 问题 的 解 , 
高 阶 方程 也 有 初 值 问题 。 如 例 3 中 ， 因 为 物体 为 日 由 下 洛 ， 故 当 时 间 #=0 了 时， 还 


度 " 一 23%.= 0 ， 同 时， 时 间 上 一 0 时， 物体 的 位 移 # 二 0， 因此 ， 物 体 下沙 的 中 商 应 
当 满 足 初 始 条 件 


YX(0)=0, %(0)=0. 
(有 % 代表 % 对 时 间 的 导数 ). 
2 阶 方程 (1.7) 及 (1.8) 的 初始 条 件 为 
YH) = 0, Y' (No)=Yo0, ,Ym (N00) = yor. 
从 前 面 的 讨论 中 ， 还 可 以 看 到 一 个 重要 的 事实 ， 就 是 微分 方程 存在 含有 任意 常数 的 
解 . 和 而且， 我们 也 看 到 ， 解 中 任意 常数 的 个 数 可 以 多 到 与 方程 的 阶 数 相等 . 当 这 些 和 常数 
变化 时 ， 可 以 得 到 方程 的 无 限 多 个 解 . 于 万， 我 们 有 如 下 的 定义 、 
定义 1.2. 如 果 4=9 (%*, Cc) 为 一 阶 方程 的 解 ， 其 中 e 为 任意 常数 ， 且 对 于 区 域 C 
由 任 一 点 (%0，》o), 该 方程 满足 初始 条 件 2(%0) 一 3 的 解 都 包含 在 49=9? (%,C) 之 中 ， 
则 称 儿 =9 (人 *,C) 为 该 方程 在 区 域 G 上 的 通 解 . 
上 述 定 义 可 知 ，G 上 的 通 解 包含 了 其 积分 曲线 在 C 内 的 全 部 的 解 . 
于 是 ,可 证 9 一 和 籽 +C 为 方程 儿 =24 在 403 平面 上 站 通 解 ， 9 一 Cex 也 为 方 往 
%' 一 在 X%02 平面 上 的 通 解 . 
n 阶 方程 的 通 解 的 一 般 形状 为 
y=9p(%,C1 C2 Cn). 
我 们 就 不 像 一 阶 方程 那样 去 定义 了 . 
例如 9=casin% 十 Czc08% 为 方程 
42 十 光一 0 
的 通 解 . 
如果 已 求 得 微分 方程 的 通 解 ， 要 求 指定 的 初始 条 件 的 特 解 ， 可 以 由 初始 条 件 去 确定 
通 解 中 的 任意 常数 . | 的 
对 于 一 阶 方程 而 营 ， 设 已 知 通 解 为 9Y=9(%,c)， 要求 满 足 初始 条 件 
9(Xo) 一? 
的 特 解 ， 为 了 确定 ?=9?(%,C) 的 c， 将 9(%o) 一 % 代入 ， 得 到 方程 
yo 一 2(CX%o，C) . 
一 个 方程 一 般 可 以 确定 出 c 来 ， 设 为 co。， 代 入 通 解 ， 即 得 满足 初始 条 件 的 解 
y=9(%, co0). : / 
但 对 于 即 阶 方程 ， 因 为 它 的 通 解 中 有 个 任意 党 数 Cl)cx,…, cm， 所 以 ， 为 了 确 赴 
它们 ， 就 必须 有 ?个 初始 条 件 : 
»(%0)= Yo, 多 (Xeo) = Cr)(Xo) 一 9oc 1), 


代 人 通盘 4 一 10YC1 Ce， ,Cn) 后 ， 但 到 2 个 方程 式 


yo 一 PCXo ycC1， Cos 三 二 的 后 欣 | 3 C»,) 
9%o 一 20 (%o, Cl Co ? C 
Yor i) Yn 1) (No, C1， C,,， so , C,) , 


一 般 说 来 ， 可 以 解 出 cY，c2，…，c? ， 代 回 通 解 ， 即 得 所 求 初 值 问题 的 特 解 
Y=P(%, CI, Ce, C7). 
y+ y=0 


的 满足 9( 了)= 1， 3 (二 = 一 1 的 解 
解 . 方程 通 解 为 


二 Cc] sins%ic.,oo0s x. 
求 导数 后 得 
9 =C]COSN—C. sin 和 


将 初始 条 件 代 入 ， 得 到 方程 组 


2c + ce,= 1 

| 2 2 

TY23， Va. _ 

2 C1 7 CC., 二 1 
解 出 得 

Ci 一 0， C2 一 1 2 
故 记 求 特 解 为 


y= 2 coS%. 

这 一 节 主 要 是 介绍 常 微分 方程 的 一 些 最 基本 的 概念 ， 本 章 其 余 的 几 节 将 要 讨论 某 些 
具体 类 型 的 常 微分 方程 的 初等 解法 ， 九 等 解法 也 称 为 初等 积分 法 . 其 所 以 称 为 初等 积分 
法 ， 是 因为 这 些 解法 最 后 都 把 求解 的 问题 化 成 求 积分 的 问题 . 其实 ， 常 微分 方程 求解 问 
题 就 是 求 原画 数 或 不 定 积分 的 推广 ， 不定 积 分 是 已 知 未 知 丙 数 的 导数 去 求 原画 数 ， 常 微 
分 方程 则 是 已 知 未 知 画 数 的 导数 所 满足 的 方程 去 求 未 知 画 数 . 因 而， 求解 常 微分 方程 化 
成 求 积 分 就 是 很 自然 的 了 .初等 解法 就 是 将 常 微分 方程 的 求解 问题 化 成 积分 问题 ， 并 将 
方程 的 通 解 用 初等 画 数 臣 它 的 积分 表达 出 来 .凡是 能 做 到 这 一 点 的 常 微分 方程 ， 称 为 可 
积 的 方程 . 下 面 几 节 就 是 介绍 某 些 可 求 积 方程 的 解法 ， 


习  ” 题 1.14 
1， 指出 下 列 微分 方程 的 阶 数 ， 
dy dy > I 
] ) 7 = 和 十 多 3 2 ) 了 多 十 Sm 如 
‘a2 z YN 
3 0 | | 4) (fy) 4 


- ) dy 2 dy ， a 
dx dx3 dwx2 


哈 证 给 出 的 融 数 是 否 为 相应 微分 方程 的 解 


| | 


-dy ,2 _ 2 
1) ?Ix 3 %- 二 5%; 一 二 
dy_p 和 人 PCxyax 
2 ) 4 = P(X)y; y=cel" 
3 A ， -一 |。 _C*—w%: 
“2) ) (RV) dxX+tidy 0, 了 人 
~” 上 i 1 
1 ) 入 一 和 十 外 9 =- 


3.， 写 出 下 列 曲线 族 所 满 是 的 微分 方程 

1) =e@°* 2 ) y=(%—C)° 

3 ) $= sin (%+C) 4) X= +by+c 
4， 写 册 罗 心 在 * 轴 上 半径 为 ? 的 圆 族 的 微分 方程 . 


3 1.2 变量 了 分离 万 各 


从 本 节 到 $1.5， 我 们 将 介绍 上 几 种 常见 的 避税 的 中 式 一 阶 微分 方程 
和 一 万 (和 人) .sy 


这 些 内 容 员 然 简章 ， 但 都 是 党 微分 方程 求解 的 基本 方法 ， 而 且 在 实际 中 它们 还 有 广泛 的 
应 用 。 
首先 ， 人 状 计 简章 一 和 关 弄 就是 要 可 分 方 


2 f(x) YC). (1.10) 


也 就 是 方程 (1.5) 的 右 端 丽 数 可 以 分 解 成 两 个 分 别 只 会 “或 9 的 因子 . 

这 种 方程 与 代数 中 的 可 分 解 因 式 的 方程 有 些 类 似 ， 代 数 方 程 只 要 可 以 分 解 为 一 次 或 . 
二 次 因子 ， 就 立即 可 以 用 公式 求 根 了 ， 相 类 似 的 ， 只 要 《1.5) 可 以 写成 (1.10)， 求 解 
就 好 办 了 ， 因 为 (1.10) 可 以 变形 为 


d dy _ 
oy /YAY. 


这 个 方程 两 顷 都 是 只 含 一 个 变 墓 的 微分 式 ， 可 以 进行 积分 


jp 


是 就 得 到 未 知 夯 数 与 自 变量 的 关系 了 ， 这 就 是 变量 可 分 询 方 程 求 解 的 基本 方法 ， 
各 是， 由于 《1.19) 是 我 们 转角 的 和 一体 的 和 我 们 还 要 对 它 的 解法 较 详细 : 
地 予以 说 明 . 


首先 ， 我 们 总 是 假定 在 74) 与 949) 连续 的 区 域内 来 进行 讨论 . 

其 次 ， 我 们 指出 :假如 常数 ye 使 得 2(yo) 一 0， 则 函数 y=yo 为 (1.10) 的 常数 
解 . 事实 上 ， 以 23= 代入 (1.10) ， 两 端 都 恒 等 于 0 ， 从 而 使 方程 变 成 恒等式 ， 因 
此 ，?=% 是 (1.10) 的 解 . 

下 面 来 探讨 在 2( ) 地 0 的 情形 下 ， 方 程 〈1.10) 的 求解 方法 . 

先进 行 分 析 ， 设 (CX) 为 (1.10) 在 {4,82 上 的 一 个 解 ， 根 据 解 的 定义 ， 在 C&,8] 
上 应 有 恒等式 / 

LD) fx) (YY)). 


因为 84) 天 0， 于 是 有 


dy{%) 
\ ?90 = ff/(X)dxX. 


dy(x) 
POVCX)) i =|fC)ax 人 


其 中 c 为 某 一 常数 ， 于 是 可 知 9= 从 %) 满 下 方程 


dy 
后 (fC)adx+e. (1.11) 


或 者 说 ，y=y(x) 是 由 方程 (1.11) 所 确定 的 一 个 隐 函 数 . 
再 来 证 明 ， 如果 (1.11) 存在 隐 画 数 9= 3(CX) , 则 Yy=%CXD) 必 为 微分 方程 (1.10) 


的 解 ， 
事实 上 ， 因 为 y= 人 0X) 为 (1.11) 所 确定 的 隐 丁 数 ， 所 以 存在 常数 6 ， 使 得 


dy(%) ， “ 
| " (x*)dx+e 


dy(X) _ 
OCH KY) =/ (*)d%. 


生 已 设 红 人 天 0， 改 | 
OD 


期 %=yCX 为 (1.10) 的 解 ， ， 

把 上 述 讨 论 总 结 起 来 ， 束 是 ,方程 C1. 10) 的 解 完 全 由 隐 图 数 方 程 (1 11) ) 所 确 
定 . 或 者 说 (1.11) 是 微分 方程 (1.10) 的 解 的 隐 式 表达 式 . 

在 常 微分 方程 中 ， 通 常 把 解 的 隐 式 表达 式 称 为 微分 方程 的 积分 (请 不 要 与 积分 学 中 
的 积分 相 混 .。 但 有 是， 人们 最 初 的 确 是 由 积分 法 求 得 解 的 隐 式 表达 式 的 )， 所 以 ，(1.11) 
是 (1.10) 的 积分 , 又 因 (1.11) 中 含有 任意 常数 c ， 故 由 它 所 确定 的 隐 画 数 也 含有 任 
意 常 数 c ， 即 9 二 3(%;C)。 因为 (1.11) 包含 了 在 失 纺 夫 0 的 区 域内 的 所 有 的 解 ， 故 
9 二 y(%,C) 包含 了 98( 力 区 0 的 区 域内 的 所 有 的 解 ， 从 而 它 是 (1.10) 的 通 解 .于 是 ， 


eo 10 时 


站 . rie em ee tet er hore pr i 


(1.11) 是 方程 (1.10) 的 通 解 的 隐 式 表达 式 ， 我 们 把 方程 的 通 解 的 隐 式 表达 式 称 为 方 
程 的 通 积 分 . 所以, (1.11) 是 (1.10) 的 通 积 分 . 

至 此， 方程 (1,10) 求解 问题 已 完全 解决 , 即 首先 解 9C2》) =0, 求 得 常数 解 包 = yo， 
再 由 (1.11) 求 得 2C9) 关 0 时 的 通 积 分 . 

例 1. 求解 方程 


解 . 首先 ，49 = 0 是 方程 的 解 . 
当 4 关 0 时， 方程 化 为 
dy _ dx 


» X 
山 端 积分 ， 即 得 通称 分 
In|y! =ln|%X|+c1, 
或 In:yi~lnlcx! (c 妆 0). 
解 出 夕 ， 得 到 3 关 0 时 的 通 解 
y=c% (cs 交 0) . 
但 是 ，e =0 时 ，49=c% 即 为 》 二 0 ， 仍 为 方程 的 解 ， 故 
97 一 CXY 
为 方程 在 整个 %04 平面 上 的 通 解 . 
例 2. 求解 方程 / 
: dy_V 1- 
dx 4 1 一 %2 
解 ， 首 先 看 到 和 = 土 1 为 方程 的 解 . 
当 y 关 土 1 时 ， 方 程 的 通 积 分 为 


dy»y dx 
1 一 二 Cl 
|7 2 


J 
| 


I 1—%2 
划 ] 
arcsin 4 一 3rCSim% 十 Cl1， 
解 出 少 ， 得 到 通 解 
2 一 .Sn (arcsin%+c1) 
~ C08C1 + sinc1: Cos (arc sn %) 
= XV Ite 1 
例 5. 求 方程 
dy 1 
dx 2 
的 满足 初始 条 件 了 (0) =1 及 9(0) =0 的 解 . 
解 ， 易 知 9》 二 土 1 为 方程 的 解 ， 解 9=1 显然 满足 初始 条 件 (0) =1， 故 它 是 所 求 


$s jl * 


i EH itch] i. rr = = 二 


的 于 一 个 解 . 
当 乡 去 士 1 时， 方程 通 积分 为 


从 一] 
即 
了 一 1| 
In|5F1|=*+e 
内 此 
一 一 1 x 
FITl 
解 出 通 解 为 
多 一 LI 二 Ce 
1— ce” 
为 求 满足 初始 条 件 (0) =0 的 解 ， 以 900) 二 0 代入 上 解 ， 应 丰 
1+5c : 
li—c 
可 解 得 c = 一 1 .代入 通 解 ， 即 得 满足 (0)==0 的 解 
176 
1+e* 


仁 通 解 公式 中 ， 当 Cc 为 负数 时 ， 通 解 所 对 应 的 积分 曲线 位 于 带 形 区 域 一 1<y< 1 
之 中 5 而 当 2 为 止 数 时 ， 它 确定 了 两 条 积分 曲线 ， 其 中 一 条 定义 于 一 < 之 %*<-Inec 
上 ， 它 位 于 半 平 面 3 沁 > 1 上 ; 另 一 条 定义 于 一 me< “xi 过 + co， 它 位 于 半 平 而 之 一 1 
上 ， 几 1.3 描绘 了 所 给 方程 的 积分 曲线 的 分 布 状况 . 


TE ep 
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负 工 .3 


芝 量 分 离 方程 经 党 以 微分 的 形式 出 现 ; 即 


生 1% 学 


M(xXN(y)dx +TPOXJGQCYIJQCY 一 0. (1.12) 

这 上 有 时，% 和 3 的 地 位 是 “平等 的 ”,: 即 %* 怕 3 都 有 可 能 选 为 日 要 时 或 图 数 ， 

首先 看 到 ， 如 果 入 (0o) 二 0， 则 2 二 和 6 为 方程 的 解 . 辐 柱 如 术 ， 丘 (%) 二 0， 册 
% 三 % 也 是 方程 的 解 ， 在 求解 中 不 要 丢失 这 些 解 . 

NOPDPCX) 六 0 时 ， 用 它 除 (1.12) 两 山 ， 方 程 妆 成 

x 
PO dx + 0942 一 0 

这 上 时， 变量 已 分 离 了 ， 两 靖 积 分 ， 即 得 通 稚 分 


% 
| 入 科 as 人 de (1.13) 
例 4. 求解 方程 
XY(V2—1)dX+YINE 1)dy = 0. 
解 。 首 完 ， 易 于 看 出 多 二 士 1 ， 人 二 十 1 为 方程 的 解 . 
两 玛 国 队 以 (2 一 1)(22 一 1)， 行 到 | 
dx , Ydy _ 


xX2— 1 1 09. 


积分 即 得 方程 的 通 积分 
Inlx2—1i+ln Ili=in ic: (cs 关 0) . 
(W211) (Ro—1)=0 (CEO0). 
我 们 注意 到 ， 当 e = 0 时 , 这 个 通 积分 包括 了 前 面 提 到 的 特 解 9= 士 1 .和 X= 士 1. 
{Et 这里， 我 们 特别 指出 ， 在 分 离 变 量 方程 化 简 的 过 程 中 ， 要 注意 丢 解 与 增 解 的 站 
三 .这 个 问题 与 代数 方程 求 根 要 注意 丢 根 与 增 根 是 相似 的 ， 当 以 某 图 数 L(%X,》) 潍 方 程 
时 ， 要 防止 增 解 ; 而 以 AL(%,》) 除 方程 时 ， 要 防止 丢 解 ; 假如 A(#,》) 志 0， 则 用 它 科 
或 除 方程 时 ， 不 会 有 增 解 或 丢 解 出 现 . 这 个 事实 说 明 ， 在 高 等 数学 与 初等 数学 之 间 ， 有 
许多 思想 是 一 睹 相 承 的 ， 掌 握 了 这 些 思 想 ， 就 可 以 举一反三 ， 触 类 劳 通 . 
我 们 还 指出 ， 当 求 得 一 个 方程 的 通 积分 后 ， 通 常 就 认为 求解 过 程 已 经 完成 ,并 般 来 
说 ， 并 不 勉强 从 其 中 求 出 解 的 显 式 天 达 式 来 ， 因 为 这 一 步 并 不 容易 敌 到 . 
为 了 求解 初 值 问题 


下 
在 通 积分 〈1.13) 中 采用 定 积分 是 比较 方便 的 ， 即 把 (1. 13) 改 为 


| FY) dx+ c. 


以 *= xo，9 一 代入 ， 应 有 6 一 9。 于 是 所 人 问题 (1.1 的 解 由 方程 的 积分 


1， px RA 


(1.14) 


所 确定 的 隐 覆 数 给 出 ， 


， ， CO 一 a tt Fi 


以 例 3 的 初 值 问题 
| y= (92 一 1) 


+ dx 
0 
为 例 ， 此 的 积分 力 
人 22 -| ax， 
042 一 1 0 
即 
?=1|- 
】 - i 一 如 ， 
| Fi 
或 
9 一 1 ， 
一 2 
?十 1 十 
在 放 下 6 -和 时， 不 满目 4(0) 一 0， 坟 取 6 反 . 解 出 y , 得 到 解 | 
_1—e” | \ 
“1+e*’ 


与 前 面 所 求 结果 一 致 . 
A 
(如 也 = f(t)F(Y) 
y (x0=Yo 
的 解 不 一 定 是 唯一 的 .请 看 下 面 的 例 。 
例 5. 求解 初 值 问 题 


dy - 
ax 2 2? 
4(0) 一 0， 


解 . 显然 = 0 为 所 求 的 一 个 解 
再 求 通 解 ， 当 多 > 0 时 ， 方 程 为 


dy - 
je 2 9 


积分 后 得 通 积分 
VY» =%c, (X20), 
或 : y=(%—C)?, (%>0). 
经 验算 ，%==C 叶 ， y= (Ye)2 也 满足 方程 . 故 9 之 0 的 踪 解 为 
9 二 (% 一 C)2 (#0). 
同样 可 求 得 乡 过 0 的 通 解 为 | 二 
4 一 一 (% 一 0)” (%AC). 
以 区 =0,， 9 二 0 人 代入， 得 c= 二 0， 凤 


s 14 . 


y= 
| 一 %， 大 所 0 


为 方程 满足 9(0) 一 0 的 解 ” (网 1.4). 
下 是 所 求 初 值 问题 的 解 有 两 个 ， 


3 题 1.2 
1. 求 下 列 可 分 离 变 量 微 分 方程 的 通 解 : 
1 ) ydy=%dx 
2 ) 03 一 ?ny 


3 ) 3 一 ex 图 工 .4 

4 ) tcyCYXY 一 ctgXdCII=0 
2. 求 下 列 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 解 . : 
1 ) 3 一 3 一 1)， »(0)=1 2 ) (X21)9'+2%92=0, (0)=1 
3 ) 多 ,二 38 到，y(2) = 4 ) (x+29)37 一 1，300) 一 一 1 
求解 方程 XV TIT 一 殉 dX + VV 1%idy=0 


2， 
41， 求 一 曲线 ， 使 其 上 每 一 点 的 切线 妊 率 为 该 点 横 坐 标的 二 舍 ， 用 : 通过 后 也 (3. 4). 
5. 用 变量 变换 化 为 可 分 离 变 量 方程 求解 : 

1 ) y= cos (%—9») 2 ) (4 十 9)2 和 二 4 


6， 求 一 曲线 ， 使 其 具有 如 下 性 质 : 曲线 上 各 点 处 的 切线 ， 切 点 到 原点 的 癌 短 及 2 
册 可 围 成 一 个 等 腰 三 角形 〈 以 % 轴 为 底 ) ， 且 通过 点 (1.2). | 
7. 人 工 繁 殖 细 匡 ， 其 增长 速度 和 当时 的 细菌 数 成 止 比 . 
1 ) 如 果 过 4 小 时 的 细菌 数 即 为 原 细菌 数 的 4 倍 ， 那 么 经 过 12 小 时 应 有 多 少 ? 
2 ) 如 在 3 小 时 的 时 候 ， 有 细菌 104 个， 在 5 小 时 的 时 候 有 4 x 104 个 ，' 那 么 


在 开始 时 有 多 少 个 细 除 ? 
S1.3 齐 次 方程 


我 们 先 来 看 一 道中 学 里 常见 的 习题 ， 即 求解 方程 组 
{2 3%9+92=0 / 
2%X2--42 一 1， 
考虑 到 第 一 个 方程 左 端 是 关于 % ， 多 的 二 次 齐 次 次 多 项 式 ， 以 党 除 迪 一 式 ，1f 


(部 ) -3()+1=0， 


即 可 解 得 


代入 第 二 式 束 可 以 求 得 方程 的 解 「， 


水 0 于 上 上 浊 方 水 的 外 量变 换 的 思想 就是 这 一 上 要 讲 的 求解 开交 方程 的 基本 思想 
早期 的 数学 家 在 研究 曲线 的 性 质 时 ， 发 现 问 题 经 常 妇 结 为 求解 这 样 一 类 一 阶 常 微分 


dy 
ax /YY) 

只 i 机 玫 为 一 分 式 ， 而 分 于 与 分 和 是 关于 入 和 的 同 次 守 次 多 项 式 ， 
dy ax+By» 四 | 
dx 7X+609° 


dy _C1MX2 二 01X3 十 C13 
dx arx2+ OXY+Csy? 


(1.5) 


只 等 ， 二 是， 人们 就 开始 研究 求解 它们 的 方法 ， 因 为 分 了 分 全 为 同 次 齐 次 多 项 式 ， 所 以 
碳 可 以 仿照 前 面 讲 过 的 求解 代数 方程 的 方法 用 < 的 相应 的 村 末 除 分 了 分 碌 ， 把 在 江 


化 成 ( -二 六 ) 的 西数 如 上 二 式 可 以 化 成 


4d3-rf( 2 
dx /( % ) 
站 广 程 。 这 燃放 当 纹 呈 人 如 
ac+py 
(Tri) | 
gy (eS) : 
dx ax2+ DiXy+e > 
以 及 
等 等 ， 


方程 〈1,15) 称 为 齐 次 方 种 . 这 个 名 称 反映 了 它 的 最 哇 的 形状 ， 


» 16 *« 


(1.15) 


EE eer me tt -pp i 


齐 次 方程 的 解法 就 是 利用 本 节 一 开始 所 提 芭 的 变 臣 变换 的 思想 ， 
今 =， 其 » = NU, 


代入 (1.15) ， 得 


80， 
X 一 =f (4u)—, 
及 
9 一 大 一 (1.16) 


这 是 一 个 变量 可 分 离 的 方程 ， 它 的 求解 问题 已 经 解决 . 但 为 弄 清 方程 (1.15) 的 解 的 形 
状 ， 我 们 硬 多 讨 让 从 几 人 种 ， 
关 在 在 ft， 使 了 (We) 一 tw =0， 则 =o 是 (1.16) 的 解 ， 代 回 (1.15) ， 得 到 齐 
次 方程 (1.15) 的 解 
y= 一 Mo 人， 


4 了 (4) -aso0 有时， (1.16) 的 通 积分 为 = 
du =ln |ci%|, : 


f (1)—u 
或 
| du, 
C1%= Ef 
1 
du 
X=ce”‘™), 0” WH) 一 ， 
(= f (0 


以 zx = 代入， 得 到 《1.15) 的 通 积分 


y 
v=ce"t x). 


例 ]. 求解 


ad 之 之 
4 -= 多 十 1 AM%2 十 匀 ， 


dy > . yy 
9 2 1a) 
邻 ?=#4dY， 代 人 上 式 ， 短 


: ow 十 ~ 


du 
dx 


一 Ut+y 1 十 22， 


。 {7 。 


或 
du _ dx 


一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 - 一 一 


V1tu % 
黎 分 中 得 

nutty 1 +2U2 |=ln cw.. 
世 WW 1 十 82 一 CY， 
以 & = - 二- 代 回 ， 得 到 


4 十 VX2+ =C%2, 
解 出 了 ， 即 得 通 解 


C2 1 
» 了 pi Dc 
前 而 已 经 谈 到 ， 形 如 
dy _ax+tby 
2=/( Tp y) 
时 方 程 是 齐 次 方 促 .下 笛 考 虚 稍为 广泛 一 些 的 方程 
dy _. ZX 十 DY 十 C | 17 
名 /( Tb) | : (1. ) 
找 们 上 昌 通 过 变 瑟 变换 把 c 及 cl 消去 . 
今 人 二 十 2 十 B，《(  ，B 为 待定 常数 ) 


代 人 《1.17) ， 得 到 
| at +07+aat+pbB+c ) 
at tbi7+aat+obptec) 
令 想 把 wx 与 站 如 此 选取 ， 使 得 
(Goat+ bh- c=0, 
| gat+ bptc!=0, 
得 这 和 & 上 当 记 的 系数 行 州 式 有 关 ， 
如 玉 


(1.18) 


?|ao, 


ar bi 


则 (1.18) 有 唯一 组 解 . 把 a ，8 就 取 为 这 一 组 解 . 了 是 ， (1.17) 就 化 成 为 齐 次 方程 


7 


1 + D17 
求解 这 个 方程 ， 并 利用 变换 
一 % 一 0 y= ya 
代 回 ， 即 可 得 (1.17) 的 解 . 
上 向 的 想法 其 实 束 是 解析 几何 中 的 坐标 平移 ， 当 从 站 0 有 时， 直线 


lu -一 04 +TC=0 


本 drt+bDy+c1=0 
， 相交， 将 二 式 联 立 求 得 交点 为 (4 ,，B )， 作 坐标 平移 ， 把 基点 移 到 (a，B ) . 直线 的 
和: 林 不 灾 ， 袜 距 变 为 0 ， 方 程 变 成 
Gs + 607=0 
及 dE+b17=0. 


位 (1.17) 龙 化 为 齐 次 方程 的 关键 还 在 十 ， 在 变换 
%=E+a, y=7+p 


之 下 ， 其 左 端 的 导数 423 能 变 成 22 左右 两 端 相配 合 ，〈1.17) 就 变 成 为 齐 次 方程 了 
人 人 0， 风 (18) 和 有 有， 


从 而 (1.17) 可 以 化 成 
dy rf kl(a% toy)+c ) 
(4G1% Tb1y) + eI 


今 z 二 相生 19， 则 ?一 万- 一 本 和) 代入 上 面 的 方程 ， 即 得 关 于 Z 的 新 方 科 


CA 


还 是 一 个 变量 可 分 交 的 方程 ， 从 而 可 以 求解 


例 2. 求解 
dy XFITL 。 
dx %+y—3 
解 ， 仅 为 
A=| : |=2 关 0， 
] 
方程 组 
| 一 
xX 十 和 一 3 二 0 
有 稻 
X= 二 1， p=2. 
人 z 一 和 6 人 1，74 一 2 十 2。 
代入 原 方 程 ， 得 到 新 方程 
/ / d7_ §—7 
dé 十 7 
1， 代入 上 上 式 ， 义 得 公 新 方程 
Wt Ed ld 


整 蚂 后 得 到 
(1+TzU)dU _ dé 


Tf pi i . 


W224 1 E | 
积分 后 得 
In 12 十 2 一 1 一 一 下 有 二 nc、 
BN 
2(282 十 2U8 一 1 一 C， 
Dn z /i A/ 
以 €=%—1, 7= yy 2 代 回 ， 即 街 原 方程 的 通 积分 
(4--2)2 十 2(Y 一 1)(3 一 2) 一 (YY 一 1)2 一 C， 
X22— 24%4 一 9 二 2XY 十 67 一 C， 
可 以 看 出 ， 齐 次 方程 的 解法 就 是 尽量 利用 变量 变换 ， 把 它 化 成 变 重 可 分 玛 的 方程， 
从 而 使 方程 可 积 ， 这 种 思想 是 初等 解法 的 一 个 基本 思想 ， 


习 题 1.5 
1. 解 下 询 方 程 ， | 
1 ) 0 2 ) (492 一 2%9)CYT%W2C4% 王 0 
3 ) (2 2) 生 二 2% 4) %9' 一 二 % 志 二 | 
5 ) KY! —J=(F+Y)In 一 ty 


6) XY 一 共和 这 一 多 十 了 


2。 解 下 列 方 程 
1 ) (24% 一 449-+6)GYdT+T(X+ 了 一 3)C@2 王 0 
2 ) (2%iY+1)dx— (4X+29—3)d»y=0 
3 ) (% 十 49) 一 2% 十 3% 十 5 


1) 9'=2( Fy 


3， 痰 讲 变换 后 化 为 齐 次 方程 求解 : 
(2%2 十 3%2 一 7)XUCM 一 (3% 十 2%2 一 8)37C3 一 0 
(变量 变换 ，%2 一 1， 和 一 1) 
4. 一 船 从 河 边 4 点 驶 向 对 岸 码头 0 点 ， 设 河 宽 O4 = @ ， 水 流速 度 为 纪 ， 船 的 如 
度 为 ! ， 如 果 船 的 方向 总 是 参 码 头 O 所 前 进 ， 试 求 船 的 路 线 ， 并 证 明 船 能 到 达 
对 犀 O 点 的 充 要 条 件 为 一 20， 


* 20D 。 


-i 


§$1.4 一 阶 线性 方程 


形 奥 | z | 
3 办 94 (1.19) 
的 方程 称 为 一 阶 线性 方程 ， 其 所 以 称 为 线性 的 ， 是 由 于 方程 关于 未 知 画 数 ?及 其 导数 
93 都 是 一 次 的 ， 以 后 我 们 总 是 在 灵 x) 和 9%) 都 连续 的 区 间 上 求 进行 讨论 ， 线 己方 各 
不 论 在 实际 应 用 上 或 者 理论 上 都 很 重要 . 它 的 解法 和 再; t 孝 比 级 天 统 完 上 : 


在 81.1 的 例 3 中 ， 我 们 得 到 过 方程 


Q2YX 
MM 二 = -kL+me. (1.3) 


如 打倒 如 二 各， (1.3) 就 变 成 为 


dt 


A 
或 
CO kk,, 
于 1 £. 


这 就 是 关于 2 的 一 阶 线性 方程 ， 

下 而 再 看 一 个 电学 的 例 丁 . 

例 1. 设 有 图 1.5 的 电路 .其 由 
EE 二 EEosinwt 为 交流 电源 的 电动 势 ; 尺 为 出 
隆 器 ， 当 电流 为 工时 ， 它 产生 的 电压 降 为 RL; 


志 为 电感 一 线圈 ， 当 电流 的 变化 率 为 Of 时 ， 


它 也 产生 电压 降 了 工人 ， 工 为 一 常数 . 今 设 时 


刘 = 二 0 秒 时 ， 电 路 的 电流 为 Te ， 求 电流 了 隐 1 
上 时 间 的 关系 ， 
解 . 根据 基 尔 淮 夫 (Kirchhof 7 ) 定律 ， 有 如 下 的 关系 


pal 


E osin ot = RI+ yt 


八 理 三 ， 得 到 关于 了 的 线性 方程 式 


线性 方程 往往 是 非 线性 方程 


es 2 = 


dy __ 本 
IJx™ 7%,) (1.5) 


“线性 化 ”的 结 玉 ,假如 了 (%,3) 在 3=0 邻 域 可 以 展开 成 为 
(X,Y)=f(%,0) + fy(%,0) +0(Y?), 
而 县 在 所 研究 的 问题 中 ，0(32) 可 以 忽略 不 计 ， 则 (1.5) 就 可 以 用 线性 方程 


dy (90) Ca 
米 近 似 地 加 以 研究 。 (1.20) 称 为 (1.5) 的 “一 次 近似 ”方程 . 
下 面 来 介绍 线性 方程 的 解法 . 
先 考 虚线 性 齐 次 方程 | 
dy 。 
7 二 PX)3. (1.21) 


这 里 的 “ 齐 次 ”的 合意 与 91.3 中 的 不 同 ， 这 里 是 指 (1.21) 中 每 一 项 关于 少 和 34% 都 是 
一 次 的 ， (1.21) 不 含 “ 自 由 项 ”q(xX), 即 q(X) 三 0， (1.21) 是 一 个 变量 可 分 离 方 
程 ， 易 于 求解 ， 
显然 ，4 = 0 是 它 的 解 . 
3 关 0 上 时， 分 次 变量 得 


SY =P) ds. 
税 ! 分 请 得 
Im121=|2x)ax+mic (c 0), 
| ycelt ad (cS0). 
但 因为 = 0 为 解 ， 夏 不 论 c 为 任意 常数 ,方程 的 通 解 为 ” 
| P(x dx : J 
: -ce ™ 。， 2 
为 了 求 (1.21) 的 满足 初始 条 件 
4(Xo) 一 》 
的 解 ， 可 在 〈1.22) 中 采用 定 积分 ， 即 
人 brrydrz 
Y=ce +? 。 
以 $= 二 Xo0， 3 二 920 代 人 ， 和 但 c= %。 于 是 所 求解 为 
Pls yur | 
ye 7) | (1.23) 


下 面 再 米 求 线性 非 齐 次 方程 (1.19) 的 解 。 我 们 条 用 常数 变 夯 法 .其 基本 思想 是 ， 
4 为 常数 时 ， 画 数 (1.22) 的 和 导数， 和 恰 等 于 该 丽 数 乘 上 PCX)， 从 而 (1.22) 为 齐 次 
方程 (1.21) 的 解 . 现在 要 求 非 齐 次 方程 (1.19) 的 解 ， 这 个 解 的 导数 不 能 怡 等 于 尼 


V2 8 


pLX) 风采 积 ， 还 必须 多 出 一 项 区 来 . 为 了 达到 这 个 目的 ， 联 系 到 系 积 的 导数 的 公 
站， 匠 O 们 将 〈1.22) 中 的 常数 c 改 为 画 数 CA%)， 凤 今 


4 和 (x)32 


1.24) 
»=c(X)e . ( 
为 使 (1.24) 确 为 (1.19) 的 解 ， 将 它 代入 1.9) ， 应 有 恒 竺 并 


rx ydx 六 (xx 
-exe ] p(x)cCx)e | +qa(%). 


化 笛 后 得 


VO | 
C ‘(x)e =4q(%), 
芭 
-人 PCx)Gx 
c'(X)=4(%)e 四 
和 分 自作 
一 人 (xdx 
cC9=| p(x)e dx 4+c. 


让 就 是 说 ， 为 了 使 〈1.24) 为 《1.19) 的 解 ， 只 须 将 CCX) 取 为 上 式 成 本 以] 把 筷 代 
入 (1.24) ， 得 到 (1.19) 的 通 解 的 一 般 形 六 


pixydx ~)jP addx z 
= oe (| dx i ) 


yc ooe dz. (1.25) 
在 求解 具体 方程 时 ， 不 必 记 忆 通 解 公式 ， 可 以 按 常 数 变易 法 米 求解 . 
dz _ 2, 1 
dx™ 可 
解 . 先 解 齐 次 方程 
dz_ 2 zx 
dx - 
通 解 为 
之 一 CYX2 ， 
用 和 阔 数 安 多 法 ， 令 非 齐 次 方程 通 解 为 ， 
ZzZ= CX)%2, 
代入 原 方 程 ， 化 简 后 可 待 
i [xy i 
€ (%)= 2X 


和 肛 ! 分 三 得 公 


和 


cx)=In | | +C, 
代 问 后 即 得 原 方程 通 解 
z =% 半 -In| % | +c). | 
我 们 仔细 分 析 一 下 (1,25)〉 ， 即 可 发 现 它 由 两 项 组 成 ， 第 一 项 是 对 应 的 齐 次 方程 
的 通 解 ， 第 二 项 是 非 讲 次 方程 的 一 个 特 解 (事实 上 ， 在 〈1.25) 中 令 c=0, 即 得 此 解 ) 
因此 ， 我 们 有 如 下 的 结论 ， 非 齐 次 方程 式 (1.19) 的 通 解 ， 等 于 它 所 对 应 的 齐 次 方程 
(1.21) 的 通 解 与 非 齐 次 方程 式 (1.19) 的 一 个 特 解 之 和 . 
这 是 一 个 很 重要 的 事实 .回忆 我 们 所 熟知 的 线性 代数 方程 组 ， 也 有 这 个 结果 不仅 
知 此 ， 以 后 还 可 以 看 到 ， 几 是 线性 的 方程 或 方程 组 ， 都 有 这 个 结果 . 
为 了 求解 初 值 问题 
dy 
/ Ix PX) + aA(%) 
: (Xo) 一 yo ， 


常数 安 易 法 可 采 川 定 积分 形式 ， 即 将 〈1.24) 改 为 
| | bx Pr)dT 
y=c(X)e "0 | (1.26) 
代入 (1.19) 并 化 莘 , 得 : : / 
四 一 人 加 (Tryg 
Cc'(X)=q(X)e ° 
册 问 积分， 即行 四 
” x 加 一 人 plr)ds 
| c(x)= | qd (s)e ° CSTC | 
. . 0 . , ” 有 
代入 (1.26) ， 得 刘 
。 了 tr)gr r: 一 六 ， (T)O 
y= el (fi ae 0 | ds +c. ) 
0 
以 % 三 4%o，23=3o 代入 ， 应 有 c=%。 于 是 所 求 初 值 问题 的 解 为 
» piryds 一 、 poerydv 
4 一 o 0 (%+|. q (s)e | 0 “ds ) 
0 
或 
1 ， Dr)dGz 人 加 (rr 工人 -人 Pirs)dr 
Y=) eo re | gaye oe "ds, (1.27) 
0 ' 
| * perydy (peryds | 
?3 三 各 el oo '|. Q (Ss)e 人 ads. 28) 
0 


由 于 这 个 表达 式 中 各 式 是 完全 确定 的 ， 因 此 可 以 断 普 ， 线 性 方程 式 的 初 值 问题 的 角 
是 唯一 确定 的 . 
下 面 回 过 头 求解 决 例 1 的 问题 ， 即 求解 


dl_ Ry,Eo 
z {at 7 + 7 Sin cwt, 
1(0)=1. 
由 (1.27)， 布 呈 | 
1 (1) =1o0 tts Ere er. | e zssinosds， 
L 0 : 
积分 后 得 到 
:7 ot, Eno R at 
1(t) 一 了 C + sin wt — ow 2308 wy? ). 
内 为 RR->0，L>>0， 政 当时 间 地 充 分 夫 上 时， 第 一 项 趋 于 消 送 ， 只 剩 正 吊 二 怖 ， 
第 二 项 经 化 阐 后 ， 成 为 


7 E 
1 = RI Fi in (wt _y) ， 
(0 
triig MM Rr Pio 
下 而 来 求解 形 如 
=p y+ AK" (nQ0,1) «(1.29) 


的 方程 。 它 称 为 员 努 利 (Bernoulli) 方程 (因为 大 四 James Bernoulli 在 1695 年 
是 由 的) 。 它 易于 化 成 线性 方程 来 求解 . 
和 和 和 除 以 ,得 到 
-n= pCXI V1 + gC%). 


今 1! =, 有 


代入 下 式 ， 得 到 
! _. G2 =p(x)z+ qaC%), 


1—% d 


BI 
2 = (1—n) pz+ (1—n) RK%). 
这 是 一 个 线性 方程 式 ， 当 然 是 可 以 求解 的 . 求 出 z 之 后 再 用 » 代 回 ， 基 得 贝 努 利 方 程 的 
解 ， 
习 题 1.4 


1， 解 下列 方 程 : 
1) 3 2gy= 4 和 2 ) 3 一 元 二 三 ? 一 2(% 一 2) 本 


3 ) 30 一 ? 4) 4 6 一 10sin2t 


di 
5 ) %9'—2Y=2%4 6 ) %(3 一 切 一 ex 
7 ) 多 +E%=Sec% 8 ) 4 和 二 (4 十 1 多 一 3326-x 


求 曲线 ,使 其 切线 在 纵 轴 上 的 截 中 等 于 切 点 的 横 从 标 ， 
3.， 解 下 列 贝 努 利 方程 


1 ) SY y= x 2) 9 +2Xy+XY*=0 


to 


I 1 _ 和 4 dy -之 sl * 
3 ) 了 + 了 一- (1 一 24)94 4) 了 二 了 42(008% 一 Sin %) 


5) wd 一 {9+493(1+In4))dx =0 
4. 求 方程 


dx 
ts= f(t) 


的 通 解 ， 并 说 明 当 | 了 (过 M，te( 一 oo。，+o0) 上 时， 方程 有 一 个 在 (一 co，+co) 上 


有 内 的 解 . 
5， 设 A(X) 在 0 亏 * 忆 +oo 上 连续 ， 且 lm A(%)=b (5 是 常数 ) ， 求 证 当 常 数 


dy , 
dx + C= 7(%) | (#) 


的 一 切 解 愉 %)， 有 lim <%)= 了 -1 当 a <0 时 ,方程 (*) 有 且 仅 有 一 个 解 有 此 性 质 ， 
6. 设 有 连续 两 数 加 2，7(Cx) 在 [0, +co) 上 满足 ，lim p(%)=@>0，|/(%)| 
一 b(G@ ,5 为 常数 ) .求证 方程 | / 
CY +x)y= f(%) 
的 一 切 解 在 C0，+co) 上 有 界 . | 
7. 在 6 题 中 ， 如 果 lim /(%*)= 0 , 试 证 方程 的 任 一 解 都 有 lim WN%)= 0 
8， 在 6 题 中 ， 如 果 tim 入 2= a <0， 试 证 方程 有 用 仅 有 一 个 解 有 界 ， 
9， 证明， 如果 从 *) 是 方程 
OY = p(x)siny 
的 满足 条 件 (0) =0 的 解 ， 则 2%) 三 0, :其 中 B20) 在 (一 co，+co) 上] 连续， 
10. 设 和 3%) 在 [C0， 十 ce) 上 连续 可 微 ， 日 人 
Li 多 《X) 二 YX 一 0， 
斌 证 lim y(X%)= 0. 


志 D0 。 


11. 设 在 方程 | 
4 +PX)Y=qa%) (# ) 
中 两 数 站 %*)，Q(%) 连续 且 有 关系 式 
gq(X) 一 RPC(X)  (〔 形 为 禹 数 ) 
试 证 = 是 特 解 ， 方 程 (* ) 的 通 解 为 


一 人 Pa dx 
y=Ek+ce 


§$ 1.5 会徽 分 方程 及 积分 因 十 


前 而 几 节 的 求解 方法 都 是 以 分 离 变 量 方程 为 基础 的 ， 这 一 节 妥 讲 一 种 5 此 不 同 的 新 


的 方法 . 
水 虑 微分 形式 的 一 阶 方程 
M(x,y dx +N(Y,y)dy=0. (1.6) 
例如 四 
rdx+ ydy=0, 
“ydx +(X%2+y) dV=0, 
( 2XY + WP y+ ax t+ (%2+y) dy=0 
人 名 ， 
先 看 看 方程 


xdx+ydy=0. 
易于 刊 到 ， 它 的 左 问 是 而 数 “ 避 的 微分 从 而 方程 可 写成 


7 (2 到)- 交 


车 多 = %(% 为 这 方程 的 解 ， 应 有 恒等式 
d ( 畦 + )=0 


从 而 
%2 + yA(%)EC. 
这 就 是 未 知 责 数 儿 与 的 关系 ， 由 此 可 解 遇 来 ， 即 
4 一 十 1 ec 一 %2， 
这 个 解法 当然 与 变量 分 离 法 很 不 相同 ， 其 关键 是 把 左 端 化 成 -个 二 元 岁数 的 全 微分 ， 下 
面 ， 它 推广 到 一 般 . 
， 如 果 方 程 (1.6) 的 左 端 恰 为 某 二 元 画 数 (2,9) 的 全 微分 ， 邯 
dU(x,y)=M(X,y) dx +N(X,y)dy, (1.30) 


+ 27 * 


TT pi rr di rm 


则 称 (1.6) 是 全 微分 方程 式 或 恰当 方程 ， 国 数 V7(XY,Y9) 称 为 (1.6) 或 (1， 30) 的 原 
函数 . 

全 微分 方程 的 解法 可 天 述 为 如 下 的 定理 。 

定理 1.1 假如 CC(Y,?) 是 微分 (1.30) 的 一 个 原 豆 数 ， 则 全 向 分 方程 ， C1. 6) 的 
通 积 分 为 / | : 
U(X,»)=cC, (1.31) 
其 中 ec 为 任意 常数 ， : 

证 明 . 先 证 (1.6) 的 任 一 解 y 王 2) 均 满 足 方程 (1.31)， 因为 9 二 2%) 为 (1.6) 
的 解 ， 故 有 恒等式 
NI YY)GCXNTNOY YN) d y(X)E=0. 
内 为 TY%,3) 为 (1.30) 的 原 蚤 数 , 所 以 

dU(%,y(%))=0, 
U(X, HX))EC. (.C 为 一 常数 ) 
于 是 %= 欠 22) 满足 (1.31) ， 
再 证 由 (1.31) 所 确定 的 任意 隐 画 数 9 二 失 %) 均 为 (1.6) 的 解 ， 因为 9= y(x) 
是 由 (1.,31) 所 确定 的 隐 画 数 ， 所 以 存在 常数 c。 使 
U(X, YX))Ec. 
将 上 式微 分 并 应 用 UU(%,y) 是 (1.30) 的 原 夯 数 的 性 质 ， 即 有 
dU(x, YANM(CY, yx)) dx tN(GY, YX))dy(X)=0. 
从 而 2《%) 是 方程 (1.6) 的 解 . 
有 了 上 述 定理 ， 为 了 求解 全 微分 方程 (1.6)， 只 须 求 有 它 的 一 个 原本 数 认可 以 了 ， 
我 们 在 前 面 讨 论 过 方程 
%dx +ydy= 0 . 


网 为 xdx + ydy = 2( 径 二 因 ) 放生 二 是 方程 的 一 个 证 从 而 方程 的 通 积 分 是 


2 “2 

X 十 六 二 Cl, 
2 

X22+ y=. 


例 1. 求解 
di (%T9)GY 一 (4 一 9)CY - 0 ， 
2 十 J»: 
解 . 仔细 分 析 左 端 ， 有 如 下 的 关系 . 


wdX + 和 i 
+»2 
‘hds+tydy 上 ‘ydx— wady 


dx 
十- ,YX2+y2 Ny 


' 28 . 


一 d (2 )+ d (Fin(x2+ 72) )+ d (arctg- 
= 人 (< -+ 了 In (和 2 二 和) farc 襄 -分 小 


从 而 左 端 是 一 个 全 微分 ， 原 男儿 为 


2 名 
TJ (X,Y) 一 -in(22 +32) + arc 谨 -本 


于 是 原 方程 的 通 积 分 地 为 


1 1 2 2 cto. ~ =C,, 
K+ ln(X Ty ) +ar Sy 1 


Y 
%2+ln (XY?+ »*) +t2arctg y=—C. 


从 上 面 两 例 中 看 到 ， 在 比较 简单 的 情况 下 ， 为 了 判断 方程 (1.6) 是 否 全 微分 方程 ， 
只 须 考 察 它 的 左 端 是 否 可 以 化 为 某 一 原画 数 的 全 微分 . 为 此 ， 我 们 必须 熟悉 一 些 常 见 的 
初 特 函 数 的 全 微分 ， 并 在 此 基础 上 掌握 一 定 的 技巧 ,但 十 ， 对 于 一 般 的 方程 (1.6) ， 如 
何 判 断 它 是 否 为 全 微分 方程 呢 ? 下 面 提 出 一 个 较 普 明 的 定理 ， 

定理 1.2 假如 MMX,y) 及 N(%,y》) 在 忠 形 

R;: |X—%o|<a, 1»—»0 1b 
PE OR OD 
eM_ 
EE 

证 明 ， 先 证 必要 性 . 设 (1.6) 为 全 微分 方程 ， 所 以 存在 原画 数 U(%,9)， 使 得 

~ aUvU=M(Cx,ydx +N(X,ydy, 


(1.32) 


A 
= M(x,9). 2 OU :N(x,y). 


因为 M 及 六 均 为 连续 可 微 ， 玫 UU(Y， y) 的 二 阶 仿 导数 连续 : 4 数学 分 析 关 于 混合 仿 导 
数 的 定理 可 知 四 
eM 2U 6 =2N， 


mar 


Dy OC dXoOy 


必要 性 得 证 ， 

再 证 充分 性 ， 好 假设 (1 32) 成 立 ， 生 证 (1.6) 是 全 微分 方程 . 为 此 ， 只 贷 找到 
.个 二 元 函数 UV7(Y,y) ， 使 得 它 恰 为 〈1.6) 的 原画 数 . 

易于 看 出 ， 图 数 


湛 正 1 | 


es D990 »。 


re pi ee re pp 


BO% 
下 面 选 取 8932)， 使 得 U(X ,yp) 满足 
OU _ 
本 7 N(%,y), 
即 


| M(x,y) dx +9' (y=N(Y,Y). 


由 参 变 旦 积分 的 性 质 和 条 件 (1.32) ， 上 式 即 为 
| QFN) gy +9' (9)=N(%,y), 
人 C's 


或 

N(%,9)—N(X,y) 19'(V)=N(X,»). 
即 / 

p(y)=N(%o, yy). 
积分 后 得 到 


?CD =), N09) dy te 
因为 只 要 一 个 89(3) 就 够 了 ， 取 c1= 0 .于 是 ， 画 数 
Up Ms at NG dy .33) 

为 (1.6) 的 原画 数 . 既然 (1.6) 存在 原画 数 ， 它 当然 就 是 全 微分 方程 了 ， 于 是 定理 得 
证 ， 

这 个 定理 不 仅 提 供 了 全 微分 方程 的 判别 法 ， 而 且 提 供 了 求 原 丁 数 的 具体 方法 ， 即 
《1.33) ， 同时， 方程 的 通 积分 也 就 得 到 了 ， 即 
| .MGz ax + Nay C . (1t.34) 


为 了 求全 微分 方程 (1.6) 满足 初始 条 件 9y(%)= 加 的 解 ， 以 %=%，9=% 代入 
《1.34) ,可 定 出 e =0， 因 此 , (1.6) 满足 万 始 条 件 9(%o ) 一 加 的 积分 即 为 


|- M(x,y) ds +|, N(%0,9) dy =0. : (1.35) 


出 隐 责 数 定理 可 知 ， 当 和 (%,y) 半 0 有 时， 由 (1.35) 所 确定 的 满足 y(%0) 二》o 的 隐 
狼 数 是 唯一 的 .从 而 (1.6) 的 满足 Yy(%)=% 的 解 也 就 是 唯一 的 了 . 
例 2. 求解 方程 
(ax2 6202J2X + (0x2y 1 4y3) dy 0. 
解 . 首先 检验 有 


eM aN 
Oy PY 一 和 


所 以 这 方程 是 全 微分 方程 M(%,y) 及 N(%,y) 在 整个 %oy 平面 都 连续 可 微 . 不 妨 


. 3 四 


选取 各 = 0 ， 加 = 0 (不 一 定 非 这 么 选 不 可 ， 这 么 选 只 是 为 了 简单 ) 故 方程 通 积分 为 
| (3%2+6%XY2) dx + | "aysdy=e, 
0 0 
名 
4Y3 十 3%2% 十 人 一 C， 
例 3. 求解 初 值 问题 
人 4742 0 ， 


4(0) 一 2 
解 。 因 为 
a0 OX 


故 方程 为 全 微分 方程 ， 故 所 求 官 值 问题 的 积分 为 

| xydx + 二 | ydy=0, 
基 | 

-和 2 风 十 一 (92 一 4 一 0， 


或 
24%24 十 4 一 4 一 0. 
解 出 少 ， 得 到 所 求解 为 
光一 一 %2 十 TAX2 士 二， 
2*， 以 上 讲 了 全 微分 方程 的 求解 方法 ， 但 是 ,方程 (1.6) 未必 都 是 全 微分 方 程 
当 方 程 (1.6) 不 为 全 微分 方程 时 ， 在 一 定 条 件 下 ， 我 们 可 以 把 它 化 为 全 微分 方程 . 
假如 存在 这 样 的 汞 数 A(%,y》) 记 0， 使 方程 z 
PN 9D)AICN YI) dX 十 MX yIN(X,y) dy = 0 (1.36) 
性 全 微分 方程 ， 我 们 把 AR(CYX,%) 称 为 方程 (1 .6) 的 一 个 积分 因子 
易于 看 到 ， 当 A(x,y) 关 0 时 ， 方 程 (1.6) 与 (1.36) 是 同 解 的 . 于 是 , 为 了 求解 
(1.6) ,只 人 须 求解 (1.36) 就 可 以 了 ， 但 是 ， 知 何 求 得 积分 国 了 A(%， 4) 呢 ? 下 面 就 
来 研究 求 积 分 因子 &(X,y) 的 方法 . 
方程 (1.36) 为 全 微分 方程 的 充 要 条 件 为 
OM) oN) 
Oy O% 


展开 并 整理 后 ， 上 式 化 成 


或 、 
onp valnp_ eM 9N 
Nar Vay Oy ox (1.37) 


。 31 。 


于 是 ， 为 了 求 得 A(CY%,y)， 必 须 求解 (1.37) ， 

但 是 , 一役 地 说 ， (1.37) 是 不 易 求解 的 不过， 对 十 某 些 特殊 情况 ，(1.37) 的 
求解 问题 也 还 是 比较 容易 的 ， 

我 们 看 看 (1.37) 的 左 端 .假如 方程 (1.6) 存在 这 样 的 积分 因子 ， 它 只 与 % 或 》 
中 某 一 个 有 关 ， 即 存在 积分 因子 K2%) 或 LY)， 这 时 ， 左 端 只 会 保留 一 项 ,方程 就 将 大 
大 化 简 ， : 

为 明确 计 ， 先 设 方程 (1.6) 存在 积分 因子 信 %)， 则 方程 (1.37) 化 成 

N dint _eM eeN 


dx Oy OX 
或 
oM CN 
ln 03 5X 
dx NN 
既然 A(X) 只 与 人 有关， 而 上 式 成 江 ， 故 右 端 
eM oN z 
CL . (1.,38) 


也 必 只 与 x 有关 ( 即 不 含 了 ) . 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 (1.6) 存 在 只 与 有 关 ( 不 合 儿 ) 的 积分 因子 的 必要 条 件 (1 38). 
下 面 指出 ， 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 
设 (1.38) 只 与 入 有关 《有 即 不 含 》) ， 且 从 %) 为 方程 
ooM aN 
dint _ 93 2% 
dx 和 
的 解 . 易于 看 出 ， 从 X%) 即 为 (1 .37) 的 一 个 解 从 而 以 %) 为 (1. 6) 的 一 个 积分 因子 ， 
上 述 分 析 ， 总 结 起 求 就 是 这 样 一 个 结论 : 当 (1.6) 引 台 定 后 ， 假 如 (1.38) 与 9 无 
关 ， 则 (1.6) 存在 与 2 无 关 的 积分 因子 A%) ， 且 可 由 求解 方程 


aM _oN 
dint _9» 9% 
dx N 
得 到 . 
同 理 可 证 ， 当 表达 式 
oM oN 


与 * 无 关 肝 ,方程 (1.6) 存在 与 无 关 的 积分 因子 A 人 ， 且 可 由 求解 方程 


oM _oN 
dm _ 2» 9%. 
ds MM 


。 32 。 
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得 到 . 


例 4. 求解 
( 2x9 二 %23 二 5X +(%2+y:)dy= ) 
解 。 因 为 
eM _aN 
Oy 9% 。 
-一 一 一 ] 
与 无 关 ， 故 原 方程 存在 只 含 % 的 积分 因子 .求解 方程 
6M_aN 
dx N 和 
得 到 
Int=%, K(X)=e”. 
于 是 方程 四 


ex( 2%y t+%2y + 二 ax +ex(X2+ 92)dy= 0 


为 全 微分 方程 ， 且 e* 才 0 ， 故 这 方程 与 原 方程 同 解 . 
取 %0 二 0， Yo= 0 ， 于 是 通 积分 为 


| ,er 人 XYy+ X22 + )dx + | ydy=06, 
0 3 0 / 
即 | 


ye*(%i+ 2 )= C . 
3" 。 全 微分 方程 有 很 具体 的 物理 背景 ， 设 在 X02 平面 上 有 一 力 场 
P=MCX OZHNOX YT. 
现在 求 这 样 的 曲线 1 ， 它 与 力 场 处 处 垂直 . 即 处 处 有 


M(x,y)dx +N(X,y)dy= 0. : (1.6) 
于 是 ,问题 化 为 求解 方程 (1 .6). 
设 力 场 存在 位 势 函 数 V(x,y)， 从 而 有 


| O% z 
于 是 (1.6) 为 全 微分 方程 ， 它 的 通 积分 为 

V(X,»y)=C. 
由 这 式 所 确定 的 曲线 是 力 场 的 等 位 线 ， 沿 等 位 线 力 场 不 作 功 ， 当 然 必 须 处 处 与 力 场 重 
直 了 . 
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>) 且 1.5 
1. 解 下 询 方 程 
1) 2%yd%+ (XX*—y2)dy=0 
2) eydx—(2y+%e Ydy= 0 
3) 2x(1+V xX2— YS)dX— Xi— Ydy= 0 
4 ) dx+ (+In%)dy= ) z 


2 3 p= 


4 
6 ) (1 y2sin2%)dxX—2yc052Xdy= 0 
2. 求 下 列 方程 的 积分 因子 和 积分 : 
1) (%?2+y2+%)d% +Xydy= 0 
2 ) (2%9487 oN yAdX+ (XY — N22Yy2— 3X)d y= 0 
3) (ws+ys)dx%—Xydy= 0 
4 ) (2%342 十 4 和 2 区 十 2% .92 十 %34 十 2%)GX 十 2(33 十 %23 十 %)G3 一 (0 
3 , 和 
过 十 力 (%) 3 一 f(x)， 这 里 p(x)， (4) 是 连续 丽 数 . 
2 ) 方程 MCX)N(y)x + P(X)Q(Y) dy = 0 | 
4. 设 f1(z)，f/2《(2) 连续 可 微 ，?(%,9) 二 [了 1X3) 一 了 2《%9)]XY 半 0， 求 让 
Ch) 是 方 和 
J 丰 (XID)ICUY + AXYNd Y= 0 
的 一 个 积分 因子 。 
5。 求 下 列 方程 的 积分 因子 :; 


1) 贝 努 利 方程 G2 =p(%)y +g(X)y"* (NRO, 1) 
2 ) 可 分 疮 变量 方程 42=/(%)9() 


6， 设 /(%,9) 及 5 大 连续 ， 试 证 方程 


dy—f(%,y)dx%= 0 
为 线性 方程 的 充 要 条 件 是 它 有 仅 依 束 于 % 的 积分 因子 . 
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8$1.6 方向 场 . 欧 拉 析 线 


在 前 面 用 节 里 ， 我 们 介绍 了 一 阶 方程 
了 一 三 (和 2) (1.5) 


的 一 些 可 积 类 型 但 是 ， 并 不 是 任何 一 阶 方程 都 是 可 积 的 、 例 如 ， 法 国 数 : 学 家 刘 维 尔 
(Liouville) 在 1841 证 明了 ， 即 使 是 形式 上 很 简单 的 黎 卡 提 (Kiccati) 方程 


dy _ } 1 
= pCXIYV2+ aqCX)Y +7(%), 


由 一般 地 不 能 用 初等 积分 法 求 出 其 通 解 .可 以 说 ， 可 积 的 一 阶 方程 为 数 是 “很 少 的 ”， 

但 是 实际 中 又 人 迫切 更 求 微分 方程 的 解 . 于 是 人 们 就 开始 研究 一 些 近似 解法 .特别 是 ， 实 

际 中 提出 的 求解 问题 一 般 并 不 要 求 通 解 ， 往 往 是 求 初 全 问题 
9 了 = 了 (X,Yy) 


Jy(%0) = Yo 

的 解 。 因 此 ， 初 值 问 题 的 近似 解法 就 显得 特别 重 妥 ， 这 一 节 我 们 要 简略 地 介绍 一 下 很 直 
观 的 欧 拉 (Euler) 折线 法 . 在 此 之 前 ， 先 引入 由 (1.5) 所 确定 的 方向 场 的 概念 ， 它 在 
近似 计算 及 理论 上 都 有 很 重要 的 意义 . 

1"。 方向 场 

设 (1.5) 的 右 端 画 数 /742 ,2y) 在 区 域 C 
内 有 定义 〈 图 1.6), 即 对 C 内 任意 一 点 (%,y)， 
都 在 在 确定 的 值 (YX ,9)， 以 点 (%,3) 为 始 
点 ， 作 一 单位 线 毁 ,使 其 妊 率 恰 为 有 = (%,》)， 
并 设 这 线段 与 0%* 轴 正 向 的 夹 角 为 锐角 . 于 
是 ， 在 G 内 每 一 点 都 配置 了 一 个 有 确定 的 方 癌 
的 单位 直线 段 ， 我 们 说 ， 方 程 (1 .5) 在 区 域 
G 上 确定 了 一 个 方向 场 . : : 

例 1. 于 


(1.9) 


各 1.6 
所 确定 的 方向 场 ， 
解 。 右 端 画 数 在 除 0y 轴 以 外 的 左右 两 个 半 平 面 上 处 处 有 定义 ， 因而 方程 在 这 两 个 
半 平 面 上 都 确定 了 方向 场 . 易于 看 出 这 个 方向 场 在 点 〈%， 2) 的 方向 ， 当 %>>0 时 ， 就 
是 由 原点 〈0,0) 到 点 〈%,y9) 的 射线 的 方向 ; 当 4Y<0 时， 就 是 由 后 (%， 3) 到 原 扩 
(0,0) 的 直线 的 方向 《图 1.7) . z 
例 2. 考虑 方程 
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所 确定 的 方向 场 . 
解 、 厂 六 玉 数 住 除了 0% 轴 以 外 的 上 下 两 个 半 平 面 上 都 有 定义 .方程 在 每 一 点 (%,y) 
所 确定 的 方向 都 与 原点 到 该 点 的 射线 垂直， 这 契 仆 容易 看 到 的 (网 1.8) ， 


图 1.” 图 1.8 


在 例 1 中， 右 端 醒 数 ?/% 在 轴 上 无 定义 〈 变 为 无 限 ) . 在 例 2 中 , 有 端 画 数 
=( 地-) 在 “ 轴 上 无 定义 〔 变 为 无 限 ) 。 为 了 进行 弥补 ， 一 般 的 ， 当 方程 


dy _ | 
7 f(%,y) (1.5) 

的 右 端 国 数 了 (%,，》) 在 某 些 点 取得 无 限 值 时 ， 我 们 同时 考 感 方程 
< - 一 了 (YX ,9) (1.5)! 


dy J(%,y) 
易 见 ， 在 了 (%,y) 取 无 限 值 的 点 ，f 1(%,y) 二 0 于是， 可 以 说 方向 场 在 这 些 点 的 方向 


平行 于 04 机 . 
例如 ， 在 例 1 中 ， 同 时 孝感 方 程 
dy > dx % 
dx x 入 yy 
在 例 2 中 ， 同 时 考虑 方程 
dy _% 及 ZX- 了 
dx » dy 4 


这 样 ， 这 两 个 方程 都 在 全 平面 上 确定 了 方向 场 。 

这 种 方法 是 在 研 究 方向 场 时 经 常用 用 的 ， 但 是 ， 在 讨论 方程 (1.5) 的 解 时， 由 于 
已 经 认定 了 Y% 为 自 变 量 ，Y 为 未 知 画 数 ， 为 了 不 使 初学 着 引起 概念 上 的 等 乱 ， 我 们 不 考 
虑 方程 (1.5)'， 只 考虑 方程 (1.5) 所 确定 的 方向 场 . 
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下面 来 讨论 方程 (1.5) 的 解 与 它 所 确定 的 方向 场 的 关 柔 . 前 面 ， 我 们 已 经 把 41.5) 
的 解 =2X) 的 图 象 称 为 〈1.5) 的 积分 曲线 , 现在 有 如 下 定理 . 
定理 1.3. 曲线 了 为 (1.5) 的 积分 曲线 的 充 要 条 件 为 ， 在 上 上 上任 一 点 ， 工 的 切线 方 
向 与 (1.5) 所 确定 的 方向 场 在 该 点 的 方 网 一 化. 
证 明 ， 必 要 性 . 设 工 为 (1.5) 的 积分 曲线 ， 且 其 方程 为 9=9(%)， 则 图 数 》= 
9(%) 为 (1.5) 的 一 个 解 . 十 是 ， 在 其 有 定义 的 区 间 上 上 有 
9'(X)=f ,P(X)) ， 
上 式 左 问 为 工 在 点 (%,9(%)) 的 切线 的 斜率 ， 右 端 则 恰 为 方程 (1.5) 的 方向 场 在 辐 一 
点 〈%2(9) 的 方向 的 妊 率 .从 而 ， 工 在 点 (%,¥《%)) 的 切线 方向 与 方向 场 在 该 所 的 
方向 一 致 。 又 因 上 式 为 恒等式 ， 这 就 说 明治 着 整个 艺 ， 这 两 个 方向 都 一 下 ， 
充分 性 . 设 方程 为 =?(%) 的 曲线 荆 ， 在 其 上 任 一 点 (%*,9《X)) ， 它 的 切线 方 同 
都 与 (1.5) 的 方向 场 的 方向 一 致 ， 则 这 两 个 方向 的 对 率 应 当 相 等 ， 于 定 ， 在 2 二 9(X) 有 
定义 的 区 间 上 ， 有 恒等式 . 和 z 
p'(%)=f(% ,PX)). 
汶 个 牧 式 恰巧 说 明 =9CX) 为 方程 (1.5) 的 解 . 从 而 也 是 积分 曲线 . 
汶 个 定理 表明 了 这 样 一 个 事实 (1.5) 的 积分 曲线 在 其 上 每 一 点 都 与 方向 场 的 方 
向 相 切 ,或 者 直观 地 说 成 积分 曲线 是 始终 “ 顺 着 ”方向 场 的 方向 行进 的 曲线 . 这 个 事实 
对 于 求解 方程 (1.5) 以 及 研究 解 的 性 态 是 极为 重要 的 . 因为 ， 当 方程 (1.5) 不 可 求 积 
上 时， 就 可 以 根据 方向 场 的 走向 来 求 近似 的 积分 曲线 ， 同时， 还 可 以 根 根 方向 场 本 身 的 性 
质 ， 来 研究 解 的 性 质 ， 而 不 必 事 先 求 出 方程 的 解 求 ， 这 正 是 近似 解法 和 定性 理论 的 基本 
思想 . 四 y 
例 3. 考虑 方程 


dy _ ,2 2 
dx “7 


的 积分 曲线 的 大 概 形 状 ” 

解 . 这 个 方程 是 不 可 积 的 . 但 是 
易于 画 出 它 的 方向 场 玉 (图 1.9) ， 
在 同一 以 原点 为 中 心 的 圆周 上 ， 方 向 
场 的 方向 都 相同 . 其 匀 率 为 半径 民 的 
平方 . 于是， 半径 越 大 ， 方 向 场 的 方 
向 越 陛 ， 从 而 可 以 根据 方向 场 方 问 的 
趋势 ， 大 体 上 挠 出 积分 曲线 来 . 

例如 经 过 (o,0) 的 积分 曲 线 ， : 
因为 切线 妊 率 非 负 ， 故 为 上 升 曲线 . 1.9 
从 而 在 第 一 和 第 三 象限 .为 了 进一步 
探讨 它 的 性 质 ， 还 可 以 利用 多 ， 即 求 出 


dy d -一 dy _ A si 2 
IT (2 + 9 ) T2129 2% 十 2(X%2 十 和 0) 
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昌 于 看 出 ， 在 第 一 象限 中 多 > 盖 0，， 从 而 曲线 凹 向 上 ; 在 第 三 象限 中 9%42<<0，， 曲 线 加 
向 下 .所 大 致 如 图 1.9 所 未 . 


2”。 欧 拉 折 线 

在 这 一 段 里 我 们 利用 方向 场 的 概念 简 赂 地 介绍 一 种 简单 的 求 初 值 解 的 近似 方法 ， 即 
欧 拉 折 线 法 . 

为 了 求 初 值 问题 


dy __ , 
Y= f(s 
| ~ 7 9”) (1.9) 


J(X0)= Yo 


在 区 加 [%， 5] 上 的 近似 解 儿 二 4%)， 就 是 要 存 由 f(%*,»》) 所 确定 的 方向 场 中 ,， 求 
出 经 过 点 〈(%0,》o) 的 近似 积分 曲线 . / 
为 此 ， 把 区 间 [%0,b5]% 等 分 ， 其 
分 点 为 : 
二 Wo 士民 
(R=0,1,2,. ,%), 
太一 全 一 和， 
Xy 一 D. 
先 求 出 了 (%0,》o) .因为 积分 曲 
线 在 (%0,》o) 的 入 率 应 为 了 (%o ,Yo)， 
于 是 用 过 (%0,》o) 而 斜率 为 三 (Mo ,yo ) 
的 直线 段 米 近 似 积分 曲线 . 其 方程 为 
一 加 十 7(CXoy?o)(%Y 一 %o)》， 
求 出 吾 线 上 模 坐 标 为 %1 的 点 的 纵 坐 
标 为 : 


y= + f (Xo,Vo) (YI 一 0)， 
= Yo + f(%0, Yo0)h, 
如 未 雍 很 小 ， 则 1 守 y(%Y1)， 从 而 点 (11,9391) 很 接近 原 积分 曲线 上 的 点 (% 1,9(%1)). 
如 术 三,Y) 连续 ， 则 f(s 1'91) 就 近似 于 (ti1,9(%1)). 于 是 ， 由 (%*1,91) 出 
发 的 以 f (41 ?1) 为 笠 率 的 直线 段 ， 又 近似 于 原 积 分 曲线 ， 它 的 方程 为 
7 一 91+ XI 一 Y1)， 
求 出 这 下 线 上 的 覆 坐 标 为 焕 的 纵 坐 标 钨 : 
先 二 加 十 (X19 Dh. 
如 此 类 推 ， 可 以 求 由 (1.9) 的 解 在 各 分 点 的 近似 值 
Ye= VRS (Kk 1 VE Dh 
(R=1,2,.…,%). 
由 于 各 近似 直 线段 的 方程 为 已 知 ,所 以 对 [和 和 ‰, 5 ] 上 任 一 点 %， 都 可 以 求 得 解 y= »(%) 
时 近似值 . 
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这 样 求 得 的 积分 曲线 的 近似 折线 ， 称 为 欧 盐 折线 . 

上 面 只 讲 了 [%, 9】 上 的 做 法 ， 对 于 [0G ,%] 上 的 情况 ， 可 以 类 似 地 加 以 解决 . 

用 欧 拉 折线 求 近似 解 的 方法 虽然 比较 粗糙 一 些 ， 但 还 是 比较 简单 适用 的 ， 特 别 契 在 
理论 上 有 很 大 的 意义 .可 以 证 明 ， 当 色 无 限 增 大 ， 而 天 ~ 0 时 ， 欧 拉 折 线 趋 近 于 方程 的 
积分 曲线 。 这 个 结果 我 们 不 给 证 明了 . 请 读者 参看 王 柔 怀 、 伍 早 群 纺 《 常 微 分 方程 讲 
义 > 第 五 请 82 . 


习 题 1.6 
1. 试 绘 出 下 列 各 方程 的 积分 曲线 图 ， 
1) 49'=C (4 为 常数 ) 2 ) »'=%” 
| d 
3 ) 多 = 人 ) = 一 


a dy 
5 ) x |% | 


2 . 绘 出 方程 
y'2—2X9y' 一 0 
的 积分 曲线 图 ， 试 讨论 地，%2 平面 上 每 点 都 有 几 条 积分 曲线 ? 
3， 绘 出 方程 
9712 二 (9%2 一 1)4 一 人 一 0 
的 积分 曲线 图 ， 试 讨论 过 %23 平面 上 每 一 点 都 有 几 条 积分 曲线 ? 
4， 求 下 列 方程 的 通 解 和 奇 解 


8 1.7 初 值 问 题解 的 存在 与 
唯一 性 定理 . 奇 解 . 包 络 


1 . 初 值 问 题解 的 存在 与 唯一 性 定理 . 
前 一 段 介绍 了 知 值 问 题 


(1.9) 
~ y (Xo0) = Yo | : 
的 欧 拉 折 线 近 似 解 法 .但 是 有 一 个 问题 还 必须 先 弄 清楚 ,就 是 初 值 问 题 的 解 是 否 存 在 哆 ? 
如 果 (1.9) 的 解 根本 不 存在 ， 近 似 解法 当然 就 是 没有 意义 的 ， 譬如 81.6 的 例 1 和 例 2， 
由 于 右 端 画 数 在 (0,0) 都 没有 意义 ， 因此 方程 就 谈 不 上 有 满足 杞 始 条 件 

yy(0)=0 : 
的 解 的 问题 了 ， 
另外 ， 我 们 在 前 面 也 看 到 ， 即 使 初 值 问题 的 解 存在， 也 还 可 能 不 唯一 ， 这 个 情况 在 
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少儿 于 已 见 到 过 了 .在 这 种 情况 下 ， 解 的 近似 解法 当然 仍然 还 是 没有 意义 的 所 以 要 谈 
解 的 近似 解法 ， 各 论争 站 玫 解 的 在 丰 性， 5 唯一 性 问题 另外， 这 个 问题 也 
还 有 更 为 根本 的 理论 意义 ， 可 以 说 ,: 它 是 整个 常 微 分 方程 理论 与 方法 的 基础 . 

我 们 日 然 会 问 ， 在 什么 条 件 下 ， 才能 保证 初 信 问 题解 的 存在 从 和 人。 下 面 我 
们 先 介绍 两 个 定理 ， 第 一 个 本 二 不 给 证 明 ， 后 者 的 证 明 留 待 第 三 章 去 解决 . 

定 建 1.4.《 皮 亚 诺 Pean0 定理 ) 假如 (x,y) 在 区 域 G 上 连续 ，(Yo ,yo)cG， 
则 人 (1.9) 的 解 (参看 王 季 怀 ， 伍 虚 群 编 4 常 微分 方程 讲 
你》 壳 五 草 

放 理 1 5 《存在 与 唯一 性 定理 ) 假如 画 数 7(4% ,7) 在 区 域 G 上 连续 , 偏 导数 
x(%,3) 在 C 上 有 界 (或 连续 ) ， 则 对 任意 〈(%.% )ecG， 在 % 的 邻 域 上, 初 信 问题 
(1.9) 的 解 存 在 且 唯 一 . 

例如 ， 方 程 

Nyt y? 


的 右 端 画 数 在 整个 %07 平面 上 都 满足 定理 1.5 的 条 件 . 所 以 对 %0y 平 面 上 任 总 点 ， 
《%o,yo) ， 方 程 满足 初始 条 件 y(%6) 一 加 的 解 存 在 且 叭 一， 


又 如 方程 
dy /i 
| I V1， 
人 (9) 一人 1 一 疡 ， /4(%,9)= 记 于 之 二. 寺 是 方程 在 带 形 区 域 19|<! 内 满足 存 在 
与 唯一 性 定理 ， 
2 。 柯 解 ， 
先 看 下 面 的 例子 
例 1. 民 讨 论 初 值 问 题 
CE ,和 
fa 
94X%o) 一 0 《(%0 为 任意 实数 ) 
半 有 唯一 性 


解 ， 首 先 看 到 ，? = 0 为 方程 的 解 . 它 当然 满足 条 件 y(%0) =0. 
万 外 ， 易 于 求 得 方程 的 通 解 为 
4 三 (名 十 C)3。 
0 人 人 可 求 得 c= 三 %，. 故 解 
(一 和 3 
也 福 足 初始 条 件 y(%0) =0. 
于 大 ， 在 0% 轴 上 任 一 点 (%,0 ) ， 均 有 两 条 积分 央 线 经 给 过， 从 而 破坏 了 解 的 
唯一 性 ， 请 注意 o% 轴 愉 为 积分 曲线 ， 所 以 积分 曲线 ?= 0 上 每 点 都 破坏 了 解 的 唯一 性 
(图 | 


ee 40 。 


y | > 


AAA 


总 一 -人 
包 1.11 图 1.12 


例 2. 试 讨论 方程 


的 初 值 解 的 唯一 性 、 

解 ， 在 本 节 1” 中 已 经 说 明 这 方程 在 1%| <1 上 满足 初 值 解 的 存在 与 唯一 性 定理 . 又 
易于 看 出 9= 土 1 是 方程 的 解 . 而 yj>>1 时 ， 方 程 无 定义 ， 因 此 只 须 讨论 ?= 士 1 上 解 
是 否 唯一 .为 此 ， 求 出 方程 的 通 解 一 sin (% 十 2)。 : | 

由 于 方程 中 解 的 导数 应 为 正 ， 改 

y= sin(%+c) 


只 在 2hr 一 -之 %+C<2kr+ 了 (kh 二 0， 土 1， 土 2，…… ) 上 为 方程 的 解 . 


在 y=1 上任 取 一 点 (%0, 1) ， 代 和信 通 解 ， 有 
1 = sin(%0+ 6¢ )， 


Xt 
Xo C= , 6c —"3 No. 


9 一 sin( xz 一 ‰+ 二 (%0 一 不 过 久 过 N00) 


满足 初 值 条 件 》(%0) 二 1. 由 于 %o 的 任意 性 ， 于 是 过 ?二 上 上 任意 一 点 都 有 有 两 条 积分 出 
线 经 过 ， 从 而 破坏 了 解 的 唯一 性 (图 1.12) . 

同样 可 以 证 明 ， 在 了 分 此 线 一 一 1 上任 一 点 也 有 两 条 积分 册 绞 经过. 

有 了 这 些 具 体 的 知识 后 ， 我 们 可 以 提出 如 下 的 定义 . 

定义 1.5. 其 上 每 一 点 都 破坏 唯一 性 的 积分 曲线 称 为 微分 方程 (1.5) 的 益 积 分 曲 
线 ， 它 所 对 应 的 解 称 为 方程 的 奇 解 . 

于 是 ，4 = 0 为 方程 


dy _ § 
7 3 


2 4] 党 


的 奇 解 ，Y = 士 1 为 方程 
dy 一 一 一 
本 1 一 和 
的 奇 解 ， 
奇 解 无 论 在 理论 上 或 实际 上 都 很 有 意义 ， 因此 我 们 来 讨论 两 个 问题 . 一 个 是 如 何 判 
断 方 程 
F=f (%,9) (1.5) 


是 否 存 在 奇 解 ; 另 一 个 是 如 果 (1.5) 有 奇 解 ， 如 何 把 它 求 出 来 ， 

只 要 对 存在 与 唯一 性 定理 有 较 好 的 理解 ， 这 些 问题 在 一 定 程度 上 是 可 以 得 到 回合 
的 ， 因 为 ， 定 理 指出 ， 如 果 f(%*,y) 在 区 域 G 上 连续 且 fy(%*,》) 在 G 上 有 界 (或 连 
续 ) ， 则 在 G 内 ， 初 值 解 是 唯一 的 ， 从 而 G 内 肯定 不 存在 奇 解 . 

二 是， 可 以 肯定 ， 如果 在 fA(%*,y) 的 定义 域 D 内 ， 存 在 唯一 性 定理 条 件 满足 , 方 
程 就 不 会 有 奇 解 ; 如 果 存 在 唯一 性 定理 条 件 不 是 在 整个 7(Y ,3) 的 定义 域内 成 立 ， 则 
奇 解 只 有 到 那些 破坏 存在 唯一 性 定理 条 件 的 点 集中 去 找 ， 也 就 是 到 /(%,y) 不 连续 或 
者 fy(%*,y) 无 界 的 点 集中 去 找 . 

我 们 有 如 下 的 定理 . : 

定理 1.6. 某 曲 线 工 为 方程 (1.5) 的 奇 积分 曲线 的 必要 条 件 为 : 在 世上 至 少 或 
者 了 (%*,y) 不 连续 ,或 者 fy(%*,，》) 无 界 . 

这 个 定理 所 指出 的 必要 条 件 不 是 充分 的 . 因为 ， 在 存在 唯一 性 定理 条 件 破坏 的 点 集 
中 ， 可 能 根本 就 没有 解 . 而 且 ， 在 第 三 章 中 我 们 还 要 举 出 例子 ， 说 明 即 使 我 们 所 列举 的 
存在 唯一 性 定理 条 件 被 破坏 ， 初 值 解 也 还 可 能 是 唯一 的 . 

例 3. 试 判断 方程 


人 


是 否 存 在 奇 解 ， 
解 . jw ,yy) = YR+2,. fy(X,Y)= 了 在 9 = 4 时 无 办 所 以 ， 如 
果 存 在 奇 解 ， 必 为 二 %， 但 征 ， ? 二 和 并 不 征 原 方程 的 解 ， 从 而 方程 无 方 解 . 


再 看 一 下 例 2 .那里 f(%， y)= iyz, f (X,Y) =—y/V1—y2 在 9= 十 1 时 
无 界 ， 少 = 土 1 又 栓 为 方程 的 解 ， 所 以 == 土 1 可 能 为 奇 解 但 是 ， 它们 到 底 是 不 是 奇 
ea 站 方法 亲 


， 包 络 线 
本 有 和 们 从 几 人 的 人 提出 一 个 册 一 夫人 分 方程 : . | 
F(x% ,YY ， 9 ): =0 和 | - | ~ .4) 
y= f (%,») / | / (1.5) 
的 通 积 分 | 
和 2 


9(%,Y,C)=0 (1 .39) 

求 方程 的 奇 解 的 方法 ， 

当 任 意 常数 c 变化 时 ， 通 积分 (1.39) 给 出 了 方程 (1.4) 或 《1.5) 的 一 个 积分 曲 
线 族 (c ) ， 我 们 来 定义 (Cc ) 的 包 络 线 . 

定义 1.4. 假如 经 过 曲线 了 上 任意 一 点 ， 均 有 (上 c ) 中 某 一 条 曲线 二 世相 切 ， 已 在 
世上 不 同 的 点 ， 工 与 (c ) 中 不 同 的 曲线 相 切 ， 则 称 此 曲线 工 为 曲线 族 (c ) 的 包 络 线 . 

例 4，。 (YY 一 c)2+42= 工 的 包 络 线 为 %= 十 1. 如 向 1.13. 

例 5， y= (%* 一 C)3 的 包 络 线 为 4=0 如 网 1.14、 

我 们 之 所 以 对 包 络 线 感 兴趣 ， 是 wy gv 
因为 有 下 面 隐 定理 . 


图 1.13 图 ”1,14 


定理 1.7. 方程 (1.5) 的 积分 曲 线 族 (ec ) 的 包 络 线 工 是 (1.5) 的 奇 积分 曲线 . 

证 了 明 . 只 须 证 明 (e ) 的 包 络 线 L 是 (1.5) 的 积分 曲线 就 够 了 . 因为 ,一旦 证明 
了 这 一 点 ， 由 包 络 的 定义 就 知道 在 其 上 每 一 点 都 破坏 了 解 的 唯一 性 ， 因 此 亏 融 必然 起 否 
积分 曲线 了 . : / | : 

设 P(%,y) 为 工 的 任 一 点 : 由 包 络 线 的 定义 ， 必 有 (cc ) 中 一 曲线 7 过 PP 扎 ， 且 
与 其 相 切 所以? 与 亏 在 已 点 有 公共 切线 .由 于 ! 是 积分 曲线 ， 它 在 PP 点 的 切线 应 与 方 
向 场 在 该 点 的 方向 一 致 ， 所 以 工 在 PP 的 切线 也 就 与 方向 场 在 该 点 的 方向 一 致 了 .这 怡 好 
志明 工 在 其 上 任 一 点 的 切线 均 与 方向 场 的 方向 一 致 ， 从 而 工 是 (1.5) 且 积 分 曲线 . 定 
理 证 毕 . 

这 个 定理 的 道 定理 也 成 立 ， 请 读者 日 己 证 明 ， 

、 有 了 这 个 定理 之 后 ， 求 方程 (1.5) 的 奇 解 的 问题 就 化 成 求 (1.5) 的 积分 曲线 族 的 
包 络 线 的 问题 了 . 

下 面 来 研究 求 单 参数 曲线 族 (c ) 的 包 络 线 二 的 方法 . 

对 工 上 任 一 点 P(Y ,y) , 均 有 (c ) 中 的 一 条 积分 但 线 ! 在 P 己 革 相 切 . 设 2/ 所 
对 应 的 参数 为 c ， 故 天 上 的 点 的 坐标 % ,9 为 的 醒 数 ， 议 为 


N=%(C), y=Y(C). 
因为 P(%,y) 在 1 上， 改 有 恒等式 
P(NX(C), YC), 0)=0. 
人 在 天 的 切线 糙 率 为 


! 在 已 的 切线 糙 率 为 
有 一 一 (MOCC) YC)C) 
py (XC), YC),C) 


《 设 9(%(C)，9(C),C) 与 9y(%(C),y(c),C) 不 同时 为 0 ) ， 因 为 1 与 在 PP 点 相 
切 ， 玖 有 Rr 二 Rl， 即 有 关系 式 
PXTC)I YC COX CC) +Oy KC) YC) CYC) EO. (1.40) 
妨 一 方面 ， 由 9(%(C),y(C) ,C0) 三 0 对 c 求 导数 ， 可 得 
P(XC) IC) CN (C) toy (KCC), YC) ,C)Y' (C) 
+ (XC), YE) ,0) 0. 
与 (1.40) 上 比较， 可 得 
Pp. (%(C) YC) ,Cc)E0. 
于 是 ，(C ) 的 包 络 线 的 方程 %=%(C)，3=3(2 ) 应 满足 方程 组 
{0 
2. (%,Y,C)=0. 
但 是 , 由 (1.41) 解 出 的 参数 方程 
Y=%(C), y=Yy(C) 
所 代 朋 的 曲线 是 否 一 定 是 《c ) 的 包 络 昵 ? 关键 在 于 是 否 可 以 由 (1.41) 推出 有 一 及 


(或 雇 一 大 小 由 (1 41) 可 以 推出 (1.40) ,而 由 (1.40) 要 推出 如 = 如 (或 Wh 一 


(1.41) 


人 ， 必 须 假 定 9x(Y(C) ,9(C)，c) 与 9y(%(C),y(C),C) 中 至 少 有 一 个 不 为 需 才 
. 因此， 由 (1.41) 解 出 %=%Y(c)，4=3%(c) 之 后 ， 必 须 进 行 检查 . 否则 ， 由 (1, 41) 
了 和解 由 的 (ey, y= 二 (0) 未 必 一 定 :是 包 络 线 ， 
例 6. 求 曲线 族 
(C) : (Y 一 C)2 二 (Y 一 C)2 一 1 
的 包 络 线 (图 1.15). / 
解 . 
C 所 对 应 的 方程 组 (1.41) 为 
| (4 一 C)2 十 (4 一 C)2 一 1 
《人 《YY 一 二 十 (一 上 一 0， 


解 之 得 


* 44 。 


消去 c ， 得 到 * 一 少 一 士 Y22 .因为 
VC ，3(e),c)= 士 已 2 关 0 ， 


所 以 4 一 4= 士 1 9 是 包 络 线 . 


Ap 
ANXKN\ ,| 太 


1 : 图 1.16 
例 7. 求 曲 线 族 
(YY—c)2=(%—C)° 
的 包 络 线 . : / 
解 . 方程 组 (1.41) 为 
{9 
2( 少 一 C) 一 3(Y 一 C) 
解 得 两 组 解 
(和 一 0C {二 C 一 479. 
ly=c {y=c—8/27. 
消去 c 得 到 两 条 直线 
y= 及 一 y=14/27.， 
对 于 = 和， 由 于 i 
PKC), YO) CEO 及 9 CC) CO 三 0， 


» #5  @ 


- i — mr 


故 不 能 下 定 其 为 包 络 .事实 上 它 是 类 后 的 轨迹 (图 1.16) . 
对 于 % 一 =4/27， 由 于 94(%(0) ,3(c),c) =( 二 ) 关 0 ， 故 为 包 络 ， 


由 于 有 了 求 包 络 的 方法 ， 束 可 以 用 这 个 方法 来 求 方程 (1.5) 的 奇 解 了 . 
例 8， 求 9'=YI 一 好 的 奇 解 . 
解 . 由 前 而 已 知 方程 的 通 解 为 
49 一 Sin(% 十 C)， 
从 而 积分 曲线 族 的 包 络 应 满足 方程 组 
二 SINn (% 十 C) 
| eos (% 十 C) 一 0， 
销 去 C .由 名 二 式 可 得 
“+C=2hr 土 3 (有 一 0 1 2 
代入 第 一 式 ， 得 到 
y= 土 1. 
因为 | 
/ 天， 
故 儿 = 士 1 为 方程 的 奇 解 。 


| 题 1.7 
1, 求 下列 方 程 的 奇 解 并 作 图 : 四 
1) # (49)" 2 9dY +4x= 0 ; 2 ) (39 一 1)2(97)2 一 43 
9 
2. 求 下 列 曲线 族 的 包 络 线 . 
1 ) y¥ (Y + 0)3= 0; 2 ) 5%2+5y2—100% 十 4C2 一 0 
3 ) cy 1+c2y+ac=0; 4 ) %2 十 (4 一 4C)2 一 802。 


$1.8 一 阶 隐 式 人 币 分 方程 
前 面 几 节 都 是 讲 的 解 出 乡 ' 的 显 方程 
jr ™ 7 (%,»), 轩 (1.5) 
本 池 要 讨论 未 解 出 9 和 的 隐 式 微分 方程 : 
F(X%,Y,Y')= 0 . (1.4) 
假如 能 从 (1.4) 中 把 92" 解 出 ， 那 么 就 得 到 一 个 或 几 个 显 方程 


® 46 。 


光一 三 )(Y YY) (1=1,2,.…). 
积分 这 些 显 式 一 阶 微 方程 ， 就 得 到 方程 (1.4) 的 解 . 
例 1。 求解 方程 9% 2--(% 二 9) +XY 一 0 ， 
解 . 方程 左 端 可 以 分 解 因 式 ， 得 
(9 —%) (YY)= 0. 
从 而 得 到 两 个 方程 | 
4 一， y=. 
这 两 个 方程 均 可 求 积 ， 得 
= X26 及 4 一 C6”. | 
但 是 ， 一 般 说 来 ， 并 不 易于 由 (1.4) 中 把 4 解 出 来 或者， 即使 能 解 出 多 米 ， 
却 往往 不 是 可 积 的 微分 方程 。 因 此 ， 本 节 来 探求 不 解 出 9 ”而 直接 求解 入 的 几 种 稍 见 的 
方法 . 
因为 在 求全 部 解 时 ， 必 须 考虑 奇 解 的 问题 ， 因 此 ,还 要 先 对 隐 式 方程 〈1.4) 的 初 值 
问题 的 唯一 性 问题 做 一 些 解释 ， 因 为 ， 在 这 时 出 现 一 些 与 显 式 方程 不 尽 全 辐 的 情况 . 
例如 要 求 例 1 中 的 方程 满足 初始 条 件 . 
4(0) 一 1 
的 解 ， 央 为 原 方程 有 两 个 通 解 
入 = -村 X%2+C 及 入 二 ce*， 


以 y(0) =1 代入 为， 得 到 初 值 解 儿 = 二.%2 1 。 代入 儿 ， 得 到 入 二 ex. 于 是 有 两 条 


积分 曲线 经 过 点 (0,1) (图 1.17). y 
那 末 要 问 ， 方程 是 否 在 点 (0,1) 处 / 
破坏 了 唯一 性 呢 ? 我 们 说 , 没有 破 
未 . 

前 面 讨 论 显 式 方 程 时 ， 因 为 对 于 
每 个 点 (%，》 和 0) ， 方 向 场 只 有 一 
个 方向 ， 因 此 ， 当 经 过 (%，%) 有 
两 条 积分 曲线 时 ， 这 两 条 积分 曲线 一 
定 是 相 切 的 . 但 是 对 于 上 面 的 问题 ， 


在 后 (0,1), 入 一 村 这 二 1 和 3 一 ez 


并 不 相 切 因此 ， 这 与 在 一 点 有 多 于 
一 条 积分 曲线 相 切 的 情形 是 不 同 的 ， 

一 般 说 求 ， 由 隐 苹 数理 论 ， 隐 式 1 
方程 .4) 可 能 相当 于 多 于 一 个 的 显 式 方程 (不论 是 否 能 解 出 2' 来 ) .所 以 ， 通 过 给 
定点 (%， 名 ) 的 积分 曲线 ， 就 有 可 能 多 于 一 条 . 这 时 ， 对 于 隐 式 方程 (1.4) 的 满足 
初始 条 件 9(%0) = % 的 唯一 性 应 作 如 下 的 理解 ， 沿 着 每 一 个 方向 7 了 5 ， 过 ( 知 ，o) (其 


(CO.,.1) 


图 1.17 | 


虽 7 性 


中 应 有 下 (各 ,Yo, 坊 ) 二 0) ,方程 (1.4) 有 瞧 一 的 积分 曲线 ， 否则， 就 算 破坏 了 解 的 
叭 一 性 . 

作 了 这 个 说 明之 后 ， 人 i.7 中 关于 奇 解 的 定义 也 就 适用 于 方程 (1.4) 1 了， 这 样 ， 我 
们 不 难看 出 ,方程 (1.4) 的 积分 曲线 族 ， / 

(CC ) : 92(4 4,C) 一 0 
的 锯 络 线 一 定 是 奇 积分 曲线 . 事实 上 ， 和 显 式 方 程 (1.5) 一 样 ， 一 方面 ,积分 曲线 族 
(Ce ) 的 包 络 线 是 积分 曲线 ; 另 一 方 而 ,过 包 络 线 的 每 一 点 ， 沿 给 定 的 方向 至 少 有 了 两 条 
积分 曲线 通过 ， 即 包 络 线 和 (2 ) 中 某 条 与 包 络 线 相 切 的 积分 曲线 . 这 就 是 说 ， 在 包 络 
线 上 每 一 点 ， 叭 一 性 都 遭 到 破坏 . 因此 ， 方程 (1.4) 的 积分 曲线 族 (¢) 的 包 络 线 一 

是 奇 积 分 曲线 . 
下 面 就 来 介绍 几 种 常见 的 可 积 的 隐 式 方程 的 解法 . 
1". 由 (1.4) 可 解 出 少 , 邯 


y= (X,Y ). (1.42) 
这 上 有 时， 引入 新 未 知 画 数 = 二》'. 于 是 ， (1.42) 变 为 
y=f(XP). (1.43) 


如 果 能 设法 求 得 PP， 代 入 上 式 即 可 求 得 (1.42) 的 解 ， 
将 (1.43) 对 人 求 导数 ， 得 


p=f/"(%,p) +f, (x p96. (1.44) 


这 是 一 个 关于 变量 * ， 力 的 可 解 出 -的 方程 .假如 能 求 得 通 解 


| p=p(%X,c), 

代入 (1.43) 即 得 (1.42) 的 通 解 

y= (%,P(% ,C))， 
我 们 在 这 里 强调 应 将 P=P(X%X,c) 代入 (1.483)， 是 因为 了 须 满足 (1.43) 。 切 不 可 在 
求 得 刀 =p(% ,Cc) 之 后 ， 将 如 认为 是 9'， 用 积分 来 求 》. 请 读者 注音 . 

如 果 只 能 求 得 (1.44) 的 通 积分 

G(%,P,c)=0, 
则 将 它 与 (1.43) 联 立 ;, 邑 

{ee 0 ， 

y=f(%,D), 

消去 Pp， 可 得 到 (1.42) 的 通 积 分 ， 


2 
例 2， 求 解 9=9'2 一 XY' 十 ” 


解 . 令 9 二 PP， 得 
y=p? 一 %+ 生 -， / .45) 
两 端 对 % 求 导数 并 整理 化 简 后 ， 得 


~ 48 * 


(2p—%) (Sh — 1)=0. 
取 2p 一 = 0， 得 办 一 全， 代入 (1.45) ,得 到 解 乡 = 艺 - 
dp dp _ 
到 性 二 一 1 二 0， 即 可 一 1， 积 分 得 p=*+c， 代入 (1.45) ， 得 原 方程 的 通 解 


2 
= 证 C% 二 C2 


再 求 积分 曲线 族 的 包 络 线 ， 解 方程 组 
y= ex 十 C2 
J 2 
(2C= 0 ， 


. 2 2 、 ， 
得 到 了 = 恰 为 前 面 求 得 的 特 解 . 


因为 ， 多 = 工头 0， 故 4 = 知 为 积分 曲线 族 的 包 络 ,从 而 = 的 是 方程 的 奇 


解 . 
作为 〈1.42) 的 一 个 重要 类 型 ， 我 们 来 研究 克 莱 洛 (Clairaut) 方程 
4 一 %J + ) (1.46 
和 拉 格 朗 日 (Lagrange) 方程 
4 一 %W%(9 0) TO (1.47) 
利用 上 面 的 解法 ， 先 解 克 莱 洛 方程 (1.46) . 令 4 = 加 代入 (1.46) ， 得 
4 一 % 力 十 OZ) 《1 .48 ) 


两 端 对 必 求 导 并 整理 后 ， 得 
#9 Das 0 


到-= 0 ， 得 轿 -ce， 代 入 (1.46) ， 得 到 通 解 


y=CX 二 92(C) 。 
请 注意 这 个 解 恰好 就 是 在 〈1.46) 中 用 ec 取代 而 成 ， 
取 % 上 +92 (加 ) = 0 ， 这 不 是 微分 方程 ， 可 直接 与 (1.48) 联 这 ， 即 
(法 十 9' (Pp) 二 0 


1 y= x%p+9p(D). (1.49) 
得 到 一 个 特 解 . 我们 指出 ,这 个 解 恰 为 奇 解 . 事 严 上 ,; 通 解 的 积分 曲 折 族 的 包 络 线 方程 为 
2” 一 CY 十 2(C) 
MTAT2 (Cc)=0. 


这 与 〈t+ .49) 完全 相同 ， 只 不 过 与 妨 在 文字 上 的 不 同 边 了 ， 
关于 拉 格 朗 日 方程 的 解法 与 上 相似 ， 从 略 ， 


例 5. 求 曲线 ,使 其 每 一 点 的 切线 均 与 两 坐标 轴 转 成 面积 等 于 2 的 三 角形 


(外 1.18) . 
解 . 首先 ， 由 解析 儿 人 和 何 知 识 可 知 ， 凡 满足 
le5|=4 的 直线 
% 4 
-+= 1 
者 是 所 求 曲线 .但 除 此 之 外 ， 是 否 还 有 其 它 的 
曲线 呢 ? 
设 (3% :9) 为 所 求 曲 线 上 的 点 ， (天 ;了 ) 
为 其 切线 上 的 点 ， 则 过 (4 ,y) | 的 切线 方程 为 
YYy=y'(X—*). 
显然 有 4 =* 一 ;37 ，b=9 一 ty'， 比 处 4 与 
b 分 别 为 切线 在 OX 轴 与 oY 轴 上 的 截 距 . 
当 @,5 汪 0 时， 有 


(£9) = 


或 | 
(XY'—Yy)2=—4y", 

出 多 ， 得 到 克 莱 洛 方程 
y=%Y EL = Pr 

通 解 为 z 

: 丸 一 CY% 圭 21 一 C 

蕊 于 验证 它们 恰 为 前 面 所 指出 的 直线 族 . 

此 外 ， 方程 还 有 琳 解 。 解 方程 组 


得 
| 
有 一 士 坟 一 人 
消去 c ， 得 到 双 曲 线 
%y= 1 


它 也 是 所 求 的 曲线 . 
当 CD0< 0 时 ,还 可 求 得 直线 族 
4 一 CY 士 21 CC 
及 其 所 络 线 ， , 


» 50 。 


图 1.18 


XYy=— 1 . 
就 问题 中 所 求 的 曲线 而 刘 ， 只 有 双 曲 线 才 是 真正 要 的 曲线 ， 可 见 ， 奇 解 或 包 络 在 实 


际 问 题 中 往往 倒是 更 为 重要 的 . 
2"。 由 (1.4) 中 可 解 出 %*， 即 
X=f/(y,y'). : (1.50) 
它 的 解法 与 1” 中 的 方法 相似 、 
今 y》' 二 2b， 有 
= (yy,p). (1.51) 
fg + f(D) (1.52) 
这 是 可 解 出 人” 的 方程 ， 如 果 能 求 得 它 的 通 解 尹 二 p(y,c)， 代 入 《1.51) 即 得 (1.50) 
的 通 积分 
X= (yy,P(Y,c)). 
如 果 能 求 得 (1.52) 的 通 积 分 
2 (7 ， p,， C) 一 0， 
将 它 与 (1.51) 联 立 ， 即 得 (1.50) 的 参数 形式 的 通 积分 
和 ,PpP,c)= 0 
%=/(y,p). 
例 4. 求解 9'3 一 4X%9》' 于 8%2 三 0 
解 . 解 出 YY， 得 
9 2 29 
Fy 
令 和 一 力 ， 得 
_p? 2 , 
"Ty pi 2 
对 少 求 导 并 整理 后 得 | 


5) 区 - 吉 )-， 


29p dy 29 


取 p3 一 4y2=0， 得 力 = (492) 代入 (1.53) ， 得 到 特 解 


3 = 
dp 力 ， 解 出 力 =c98， 人 ey 
了 pay 解 出 p=c》， 代入 (1.53), 得 到 通 积分 

沙 
r= C +122. 
4 Cc 


将 它 与 成 
gy2— 4c%+c3=0, 
请 去 棚 扎 语 得 
644 一 (4CY — C5 )*., 
邻 c1=c2/4， 则 上 式 可 写成 较 整 庆 的 形式 
y=C1(%—C1)’. 
分 求 这 积分 曲线 族 的 包 络 线 , 将 上 式 对 C1 求 寺 数 ， 得 到 


(%—C1)(%—301)= 0. 
il C1=% 或 ci 一 二 和， 
将 它们 代入 ?=ci(z 一 ci)2， 分 别 得 到 解 

9 二 0 及 y= 


易 干 检验 ， 它们 都 是 奇 解 ， 第 一 个 解 》= 0 是 在 由 原 方程 解 * 时 丢失 了 的 ; 第 二 个 解 不 
人 通 解 之 中 . 
， 如 有 果 由 方程 〈1.4) 中 不 能 解 出 少 以 及 少 和 YX ， 或 者 即使 可 以 解 出 其 中 东 一 
个 ， 得 所得 到 的 方程 不 昂 求解 则 可 以 用 参数 方程 求 求 钟 ， 我 们 只 讨论 两 种 特殊 情形 ， 
首先 ， 假 如 (1.4) 具有 特殊 形状 
F(x%,»')= 0,， 
且 它 可 以 表 为 参数 形式 


和 
»'=p(t). 
这 和 时， 由 十 
dx =%" dt =9?'(t) LT， 
可 知 : 
dy=y.dx=yp(t)9 (1t) dt, 
从 而 


y =|) (tat +e. 


于 是 得 到 原 方程 的 参数 形式 的 解 
y= gC)9' 0 at +c. 


其 次 ,讨论 方程 
F(y,y')= 0. 
设 其 可 以 表示 为 参数 形式 | 
和 
»' =p(t). 
由 于 
。 52 


dx dy 9 (dt 


J 


9 pt) 


= | 


从 而 得 到 参数 形式 的 解 


rr 


| gt ' 
y=9(1). 

例 4. XV 1 2 = 多 

解 . 令 4 一 过 1 有 二 sint。. 于 是 ， dy=Yy.dx=tgt.cost dt = sini dt, 积分 
得 到 


at + 


一 一 GOSt 十 Cc. 
从 而 通 解 为 
“二 Sint,， 
1 C ， 
消去 寺 ， 得 到 通 积分 
%2 十 (9 一 CC) 一 1 ， 


及 通 解 
光一 C 士 1 1 一 %. 
~ 了 
3 .1 
例 5。 求解; 下 7 
解 . 令 多 一 sht， 刚 2p 二 chz. 
于 是 pt 
_dy_shiat_ 
dx% = 1 -Lt drt . 
从 而 
X=t+c. 
由 
和 
y=cht, 
消去 1 ， 得 到 通 解 
y=ch(%—c). 
题 1.8 
1， 求 下 列 方程 的 通 解 和 奇 解 ， 
1 ) 9 “一 和 一 0 2 ) 8% “一 277 
3 ) 92(% 2 二 1) 一 1 4 ) 452 一 49%3(1 一 少 ) 
5 ) 4(1—y)=(3y—2)2»y 6 ) 9'(29—9')=y?sin°% 


7 ) y'(%—lny’)=1 8 ) 少 “ 一 2499 一 42(087Y 一 二) 


9 ) y=In(l +y'?) 10) 4 一 (9 一 1)86? 
之 和 为 1. 


3. 求 一 曲线 ， 此 曲线 的 任 一 切线 在 两 个 坐标 轴 间 的 线段 长 等 丁 常数 & 
$1.9 一 阶 微分 方程 的 应 用 举例 


我 们 在 前 儿 节 的 一 些 实际 问题 的 例子 中 已 经 看 到 ， 在 求 某 些 变量 之 间 的 男 数 关系 
时 ， 往 往 不 能 直接 找到 这 些 琴 数 关系 ， 但 却 经 常 易于 建立 这 些 变量 所 满足 的 微分 方程 ， 
如 果 这 些 方程 可 求解 ， 就 可 求 得 所 求 的 阔 数 关系 了 ， 这 种 方法 已 经 广泛 地 应 用 于 物理 
学 、 力 学 、 几 何 学 以 及 工程 技术 等 方面 ， 成 为 研究 各 种 事物 变化 规律 的 有 力 工 具 ， 本 贡 
再 举 一 些 例子 予以 说 明 。 

用 微分 方程 来 解决 实际 问题 ， 一 般 可 以 分 为 三 个 步骤 :，， (1 ) 根据 所 给 的 条 件 列 出 
微分 方程 ; (2 ) 求解 这 个 方程 ;( 3 ) 通过 解 的 性 质 尿 研究 所 提出 的 问题 。 

1”。 在 几何 中 的 应 用 

当 在 几何 中 要 求 具有 某 种 与 切线 或 法 线 有 关 的 钼 质 的 平面 曲线 时 ， 往 往 归 结 为 求解 
一 阶 常 微分 方程 式 ， 这 是 因为 ， 若 用 y= 二 9X) 表示 所 求 曲线 的 方程 ， 则 曲线 的 切 线 的 
科 率 就 是 》'， 而 法 线 的 灶 率 就 是 一 1/y′. 于 是 ， 根 据 有 关 的 性 质 列 出 的 微分 方程 ， 当 
然 就 是 关于 9》 和 的 方程 ， 从 而 也 就 是 一 阶 常 微 分 方程 了 .通过 一 阶 常 微分 方程 在 几何 中 
的 应 用 ， 可 以 使 我 们 进一步 掌握 与 理解 有 关 的 解析 几何 的 知识 ， | 

例 1 ” 求 探 照 灯 反射 镭 面 轮 廊 线 . 

解 . 第 一 章 81.1 例 2 已 经 把 这 个 问题 归结 为 求 方程 

94 2 二 2%4 一》 一 0 

的 解 . 解 出 入， 得 


令 y'= 二 9， 得 
2%p (1.54) 


两 端 对 % 求 导数 ， 得 到 
p—_2b ,2(1+p2)% ap 


Tp 


1 一 力 2? (1 一 加 )2 dx 


A 


化 简 后 得 
2% .9 一声 ( 加 一 1 
分 离 变 量 后 积分 得 到 


_ c(p?—1) 
Tt 


ee 4 。 


这 式 与 (1.54) 联 辽 消去 名， 得 到 
92 一 4C(Y 十 C) 
这 是 以 % 轴 为 轴 ， 焦 点 在 原点 的 抛物 线 族 ， 
于 是 ， 只 有 抛物 线 才 是 具有 我 们 对 探照灯 所 提出 的 要 求 的 曲线 ， 
例 2， 求 过 点 4 (2, 一 2) 的 一 条 曲线 ， 
此 曲线 具有 这 样 的 性 质 ， 对 于 曲线 上任 一 点 
P(X ,y»)， 过 忆 的 切线 与 轴 的 交点 为 B， 则 
向 径 OP,PB 和 % 轴 所 围 成 的 三 角形 面 关 为 2， 
解 . 设 曲线 方程 为 
Y= YX). 
过 点 P(% ,y) 的 切线 方程 为 
7 一 少 一 儿科 一 和 ) 


切线 与 % 轴 的 交点 华 标 为 B( 一 -2,10]. 


由 图 1.19 可 知 三 角形 0PB 的 面积 为 . 
= 序 0P:PN. 


贺 ”1,19 


其 中 PN=y，0B=% 一 于 是 列 出 微分 方程 


Et 


可 
， 了 加 

(2 一 34 . 

球 理 后 ， 得 到 以 % 为 未 知 丽 数 的 一 阶 线性 方程 
dX % 4 


dy » 2 
因 已 知 所 求 曲 线 过 点 4(2, 一 2)， 故 所 求解 满足 初始 条 件 *( 一 2) =2， 
由 线性 方程 初 值 解 的 公式 ， 有 
*=[| ( -3 ) 2 

2 24 

= yy 一 3 »， 
342 十 2%4 一 4 一 0 . 

等 和 角 轨 线 


在 萄 理学 中 有 这 样 _ 个 问题 二 报 源 在 均 与 介质 下 的 波 的 波 前 是 国 周 ， 如 小 石 激 起 
的 水 波 ， 点 光源 波 等 . 但 当 介 质 不 均匀 时 ， 点 振 源 的 波 前 就 不 征 圆周 了 ， 而 波 的 前 进 方 


过 9 雪 


问 总 征 - 子 波 前 垂直 的 ， 因 此 残 提 出 了 如 何 求 与 非 几 周波 前 曲线 正 交 的 曲线 问题， 约翰。 
贝 努 利 (Johm Bermowilli) 在 1694 年 还 提出 了 和 较 一 般 的 问题 ， 求 这 样 的 曲线 或 曲线 
族 ， 使 得 它 -与 某 已 知 曲线 族 的 每 一 条 曲线 都 相交 成 给 定 的 角度 . 这 样 的 曲线 称 为 已 知 曲 
线 族 的 等 角 轨 线 ， 沁 所 给 定 的 角 为 耳 角 时 ， 等 角 轨 线束 称 为 正 交 轨 线 ， 等 角 轨 线 在 其 它 
很 多 学 科 【( 如 天 文 、 气 象 等 ) 中 都 有 应 用 . 下 面 就 来 介绍 求 等 角 轨 线 的 方法 . 

首先 把 问题 进一步 提 有 明确 一 些 : 设 在 (%*,y) 平 而 上 ,给 定 一 个 单 参数 曲线 族 (c ) : 
p(y，C ) 二 0 ， 求 这 样 的 曲线 7， 使 得 7 与 (c ) 中 每 一 条 曲线 的 交 角 都 是 定 角 
«x (图 1.20). : 

设 7 的 方程 为 31 二 91(%). 为 了 求 出 29%)， 当 然 应 当先 求 出 py1(%) 所 应 满足 的 微 
分 方程 ,也 丈 是 要 先 求 得 %*,》 ,Yi 的 关系 式 . 


/ 以 
怎么 求 ? 条 件 告 诉 我 们 7 与 (c ) 的 曲线 相交 > 
成 定 角 a . 于 是 ,可 以 想见 ，y 1 和 91 必然 应 ， 
当 与 《c ) 中 的 曲线 = 2X) 及 其 切线 的 妊 
94” 诸 有 一 个 关系 。 事实 上 ， 当 “ 头 -村 时 ,有 人 
Wd 1 to k % 
1+y'Y1 ” Ac 
或 
/ 1—k 0 x 
了 py Ti (1.55) 
当 = -了 时， 有 图 1.20 
1/ 
» 及 站 (1. 56 ) 


又 因为 在 交 扣 处 ，Y%) 王 31(%X)， 于 是 ， 如 才 我 们 能 求 得 ,9,9" 的 关系 ， 即 曲线 
族 ( c ) 所 满足 的 微分 方程 
F(x,y,y’')=0, (1.4) 
只 要 把 4=y1 和 (1. 55) 或 (1.56) 代入 (1.4) ， 误 可 以 求 得 交 , 光 , 风 的 方程 了 
如 何 求 〈1.4) 呢 ? 乐 用 分 析 法 . 设 4 三 欠 %) 为 《人 C ) 中 任 一 一 条 曲线 . 于 是 存在 相 
应 的 Cc ， 使 得 


P(X,MX) CE0. | (1.57) 
因为 要 求 ,y,》' 的 关系 ， 将 上 式 对 % 求 导数 ， 得 : 
EVECIEIERAACI CHI (2 二 0. (1.58) 


这 样 ， 将 上 两 式 联 立 ， 即 由 
人， 
PK VC HPN YC).Y 一 0， 
消去 c ， 束 可 以 得 则 2 ,和 XXX) 所 应 当 福 足 的 关系 
F(X,Yy, 了 ')= 0 。 
这 个 关系 称 为 曲线 族 (ec) 的 微分 方程 . 


(1.59) 


ss 6 »* 


i mI Th Ep Pr i 


于 是 ， 某 角 轨 线 ( < 才子- ) 的 微分 方程 就 是 


而 正 交 轨 线 的 微分 方程 为 
人 [1 1 一 
F(s ' 1 -地 -= 0. 


为 了 避 台 符号 的 烦琐 ， 以 上 两 个 方程 可 以 不 用 疙 的 符号 ， 而 仍 用 了 ， 


它 是 所 求 的 等 角 轨 线 的 方程 融 行 了 . 
和 角 轨 线 或 正 交 轨 线 ， 我 们 残 应 当 求 得 上 壕 两 个 方程 . 
， 求 直 线束 ?一 cx 的 等 角 轨 线 和 正 交 轨 线 ， 
网 首先 求 直 线 族 4=cY% 的 微分 方程 ， 
将 9=c% 对 % 求 导数 ， 得 》' 一， 由 
(y=C%, 
»'=6, 
消去 c ， 就 得 到 =cx 的 微分 方程 


dy 2 
dx 


ba 


当 a 关 好 时， 由 1.60) 可 知 ， 等 角 轨 线 微分 方程 为 


dy 
dx ®_y 
Ikady 4 
dx 
或 | 
xd ydy = te 9 
及 
= 1 。Yd3 一 24X 
%2+)? E X24 
只 
wdx+ydy -1 。 3 
%2+y? » 元 ) 
积分 后 ， 得 到 
1 ey yl 2 
全 ln(% ty ) = 7 arcte +inc, 
或 


只 要 


(1.60) 


(1.61) 
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我 们 明确 


1 y 
1 4%Y2 十 42 =cek "Ex. 


如 果 写 成 极 坐 标 形式 ， 不 难看 出 等 角 轨 线 为 对 数 螺 线 p =ce* (图 1.21) . 


图 ”1.21 “图 1 22 


如 果 “ = 也 -， 由 (1.61) 可 知 ， 正 交 轨 线 的 微分 方程 为 
__ 1 了 
2) 
dx | 
即 / 
dy _ 
dx 多 


XAdx tydy= 0 。 
故 正 交 轨 线 为 同心 圆 族 %2+4%2=c2 (图 1.22) . 

3"” 。 在 动力 学 中 的 应 用 四 ， 

动力 学 是 微分 方程 最 早期 的 泉源 之 一 .前面 已 经 说 过 ， 动 力学 的 基 定 定律 是 牛顿 第 
二 定律 / , 

=ma. 

它 也 是 用 微分 方程 来 解决 动力 学 的 基本 关系 式 它 的 右 端 明显 地 含有 加 速度 4 ， 它 恰 为 
位 移 对 时 间 的 二 阶 导数 .村 列 出 微分 方程 的 关键 就 在 于 找到 外 力 广 和 位 移 及 其 对 时 间 的 
导数 一 一 速度 的 关系 . 只 要 找到 这 个 关系 ， 就 可 以 由 了 =-Ma 列 出 微分 方程 了 。 

在 求解 动力 学 问题 时 ， 要 特别 注意 力学 问题 中 的 定 解 条 件 ， 如 初始 条 件 等 . 

例 4. 物质 由 高 空 下 落 ， 除 受 重力 作用 外 ， 还 受到 空气 阻力 的 作用 . 在 速度 不 太 大 
的 情况 下 〈 低 于 赤 速 的 4/5 ) ， 空 气 阻力 可 看 做 与 速度 的 平方 成 正比 . 试 证 明 在 这 情况 
下 ， 洲 体 存 在 极限 速度 ， 


ss bb8 a 
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解 . 设 物 体质 量 为 志 ， 空 气 阻力 系数 为 及， 又 设 时 刻 夫 ， 物 体 的 下 落 速 度 为 2 ， 于 
是 在 时 刻 志 ， 物 体 所 受 的 力 为 


了 三 一 IIS 一 RDO2 . 
于 是 ， 根 据 牛 顿 第 二 定律 可 列 出 微分 方程 
mS mg hy : (1.62) 
因为 是 日 由 落体 ， 所 以 有 
v(0)=0. (1.63) 


解 (1.62) ， 由 (1.63) 有 


omga— ky Jo 
各 分 入 
Yl nMETY hv, 
hg "Vme—V py 
或 


解 出 2， 得 


VV (Ce 1) 
2 -和 -oo 时 ， 有 


lim » -=es. 


Fc 


根据 测定 ， =aPps， 北 由 为 与 物体 形状 有 关 的 常数 ; 为 介质 密度 ; s 为 物体 在 
地 面 上 的 投影 面积 . 
以 跳伞 为 例 . 设 妈 =75 公斤 ， 大 至 有 


a 一 0.63，S 二 0.33 米 ?， p 一 -二 公斤 . 秒 ?/ 米 4， 于 是 ， 跳 伞 员 在 开 伞 前 的 极限 


速度 约 为 54 米 / 秒 . 
例 5， 一 质量 为 锥 的 物体 ， 以 初速 yo . 垂 直 . 上 堪 . 设 空气 阻力 与 速度 成 耻 比 ， 比 


” 例 系 数 为 . 试 证 明 质 点 所 达到 的 最 大 珊 度 为 


aa 


k mg 
解 . 由 牛顿 第 二 定律 ， 可 列 出 方程 
mt = 一 ME 一 0 (1.64) 
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设 s 为 物体 的 高 度 ， 则 有 
dy dy ds _ do 
dt ds dt ds 
于 是 《1.64) 化 为 
dy 


2IN 万 了 一 一 MB 一 60 。 \1.65》 
设 地 面 坐标 为 0 ， 向 上 为 正 ， 于 是 所 求 问题 满足 初始 条 件 
S(0) 一 0 ，?2(0) 一 00 . (1.6 
解 (1.64) ， 有 
1) HD _ 号 
| mg 十 天 2 21 一 jas. 
积分 后 有 


SS = 


0 an i 
当 w 一 0 时， 物体 达到 最 大 高 度 . 于 是 最 大 高 度 为 
s = — isin( 1 1 

4°”。 流体 混合 问题 . 

中 学 代数 中 有 这 样 的 一 类 问题 : 某 容器 中 装 有 浓度 为 cl 的 含 某 种 物质 4 的 液体 ? 
升 . 从 其 中 取出 全 升 后 ,加 入 浓度 为 cx 的 液体 ?2 升 ， 试 求 混合 后 的 液体 的 浓度 以 及 
物质 4 的 含量 .这 类 问题 用 初等 代数 就 可 以 解决 了 . 但 是 ， 在 生产 中 还 经 常 磁 到 如 下 的 
问题 ， 如 图 1.23， 容 器 内 装 有 含 物质 4 的 流体 . 设 时 刻 引 = 0 时 ,流体 体积 为 v0。. 物 
质 4 的 质量 为 % (浓度 当然 也 就 知道 
了 ) . 今 以 速度 v。( 单 位 时 间 的 流 
量 ) 放出 流体 ， 而 同时 又 以 速度 1 注 
入 浓度 为 C1 的 流体 . 今 求 时 刻 上 时 容 
器 中 物质 4 的 质量 及 流体 的 浓度 . 这 
类 问题 称 为 流体 混合 问题 。 它 是 不 能 
用 初等 数学 解决 的 ， 必 须 用 微分 方程 
来 计算 . 

首先 ， 我 们 用 微 元 法 来 列 方程 ， 图 1.23 
设 在 时 刘 t ， 容 器 内 物质 4 的 质量 
为 二 (ft)， 浓 度 为 c。. 经 过 时 间 dt 后 ,容器 内 物质 4 的 质量 增加 x， 于 是 ,有 关系 

dx% =ciVidt --c2v2 dt 一 (2C101 一 0202) dt. 


因 六 
,~» 
2 00 二 (一 Do ) 
代入 上 式 有 


60 » 
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dx =(civ1 — 元 dt 
到 
2 一 -TF T0001 V+CiV1. 
这 是 一 个 线性 方程 ， 所 求 物质 4 在 t 时 刻 的 质量 ， 即 上 述 方 程 满足 初始 条 件 
%(0) 一 和 0 
的 解 . 


例 6， 一 容器 内 盛 直 水 100 升 ， 其 中 含 盐 50 克 ， 现 以 3 升 /分 的 流速 向 容器 内 注 人 
合 直 2 克 / 升 的 盐水 . 受 混 合 均匀 ， 同 时 又 以 流速 2 天 /分 流出 容器 ， 斌 求 0 分 钟 后 
容 硕 内 所 含 的 秦 量 . 

解 . 设 时 刻 : 容器 内 合 盐 %(t) 克 ， 于 是 ， 有 方程 

dx edt—_ 2 at . 


100 十 t 
初始 条 件 为 
4%k(0) 一 50 
化 简 后 ， 方 程 为 线性 方程 
dx 2 加 
天 100 
其 通 解 为 


x¢=2(100+£) 二 ce(100 十 办 2， 
以 %(0) 二 50 代入 ， 得 
Cc 一 一 150X100?， 
初 值 解 为 
150 x 1002 
(100 二 用” * 


Y=2 (100+?) 一 


所 以 , 当 =30 有 时， 有 
=171Ww. / z 
例 7， 某 厂房 容积 为 45 x 15 x.6 米 ?3， 测定 空气 中 含 含有 0.2% 的 GO: . 开动 通风 设 
人 符 ， 以 360 米 ?/ 秒 的 速度 输入 合 含有 0.05% 的 CO。 的 新 鲜 空 气 ， 同 时 又 排出 同等 数 量 的 
室内 空气 . 问 30 分 钟 后 室 由 所 合 CO, 的 百分比 、 
解 . 设 在 时 刻 # ， 车 间 内 C02 的 百分比 为 < ; (££) % .当时 间 经 过 dt 之 后 ， 军 内 
CO, 的 改变 量 为 
45 X15x6x dx %=360x0.05% x dt 
”3600x%%xdt. 
于 是 有 关系 
4050d% =360(0.05—%)at,， 
或 


4 、 
dx=— (0 05-.-%)dt, 
ne ( . ;yd 


初始 条 件 为 
z %(0)=0.2. 
将 方程 分 离 变量 并 积分 ， 初 值 解 满足 
* dx  _{(!:4 
| | 45 a . 
求 出 x*， 有 
: % 一 0.05 十 0.15 e 5. 
以 = 二 30 分 =1800 秒 代入 ， 有 
完 二 0.05. 
即 开动 通风 设备 30 分 钟 后 ， 室 内 00s 的 含量 接近 0.05% ， 基 本 上 已 是 新 鲜 空 气 了 . 
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1。 求 抛物 线 族 儿 a%? 的 正 交 轨 线 . 
2。 求 曲线 族 2 + -3 一 1 的 正 交 轨 线 ， 其 中 4 为 参数 . 


3. 求 曲 线 ， 由 原点 到 此 曲线 任 一 点 切线 的 距离 ， 为 此 点 向 径 长 度 的 民 倍 . 

4， 车 由 二 定点 到 曲线 任 一 点 切线 的 距离 之 积 ， 为 一 常数 ， 求 此 曲线 

5. 一 质点 沿 % 轴 运动 ， 在 运动 过 程 中 具 受 到 一 个 与 速度 成 正比 的 反 力 的 作用 . 议 
它 从 原点 出 发 时 ,初速 为 10 米 / 稍 ， 而 当 它 到 达 坐 标 为 2.5 米 的 点 时 ， 其 速度 为 5 米 / 秒 ， 
求 质点 到 达 坐 标 为 4 的 点 时 的 速度 . 

6， 重量 为 1000 公斤 的 物体 ， 在 水 中 由 吏 止 开始 下 沉 ,在 下 沉 过 程 中 只 受 两 个 力 ， 
一 个 是 浮力 为 200 公斤 ， 另 一 为 水 的 阻力 ， 其 数量 为 1002 公斤 (其 中 2 为 下 沉 速度 ， 
单位 为 米 / 秒 ) ， 求 5 秒 后 物体 下 沉 的 距离 。 并 求 下 沉 的 极限 速度 。 

7 重 为 100 公斤 的 物体 ， 在 和 水 平面 成 30° 的 料 面 上 由 静止 状态 下 滑 ， 如 本 不 计 
旗 护 ， 试 求 

1 ) 物体 运动 的 微分 方程， 
| 2 ) 求 5 秒 后 物体 下 滑 的 距离 ， 以 及 此 时 的 速度 和 加 速度 。 

8 一 容器 盛 直 水 100 升 ， 其 中 含 盐 50 克 . 现 以 合 盐 2 克 / 升 的 盐水 ， 以 3 升 /分 的 
速度 注入 容器 内 ， 设 流入 的 盐水 与 原 有 的 盐水 因 搅 拌 而 成 为 均匀 的 混合 物 . 同时 此 混合 
物 又 以 流速 为 2 升 / 分 流出 ， 试 求 30 分 钟 后 ， 容 器 内 所 含 的 盐 量 . 

9. 按 和 牛顿 痊 却 定律 物体 在 空气 中 冷却 的 速度 与 物体 温度 和 空气 温度 之 差 成 正 
比 , 已 知 空 气温 度 为 30"C， 而 物体 在 15 分 钟 内 从 100°C 冷却 到 70， 求 当 物 体 冷 却 
到 40°C 时 所 需 的 时 间 
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$ 1.10 几 种 司 降 阶 的 高 阶 方 程 


本 节 要 介绍 几 种 高 阶 当 微 分 方程 的 解法 ， 这 些 解法 的 基本 思想 就 是 把 高 阶 方程 通过 
某 些 变换 降 为 较 低 阶 的 可 求解 的 方程 .这 种 思想 与 代数 中 某 些 特殊 高 次 方程 的 解法 频 有 
类 似 之 处 ， 请 读者 注意 体会 . 


1°. 方程 F(% ,yk), Jy‘'kt1), waeeee ， 43)) 一 0， (1 66 ) 
方程 的 特点 是 出 现 的 最 低 阶 导数 为 ‘六 这 时 ， 只 要 令 
‘RZ, 


(1.66) 融化 成 
z F(X,S,S' ,ee , 必 C RD 一 0 . (1 . 67) 
如 果 (1.67) 能 求 出 通 解 
2 一 QZYMYC1C2， ,Cn_k), 
则 由 
YE YSN CC ,Cn_k) 


积分 次， 下 3 可 以 求 出 来 了 ， 


例 1. 求解 
dy 1 dy 
dt5 ¢ ats 
解 . 今 2 = 号 沁 ， 则 有 
dz 2 | 
dt 
z=Ct, 
从 而 
et 


积分 四 次 ， 得 到 原 方程 的 通 解 
y=cits rcst3 +cat?2+cst tes. 

例 2. 求 巧 链 线 方程 . 

如 图 1.24， 有 一 完全 羔 软 的 质量 均匀 的 线 ， 其 挂 在 4,B 两 点 ， 在 重力 作用 下 处 于 
平衡 状态 ， 试 求 这 曲线 的 方程 式 4= 欠 %7). 

解 。 这 个 问题 是 历史 上 的 一 个 名 题 。 最 初 在 1690 年 由 广 姆 斯 ， 贝 努 利 提出 来 和 的 . 
他 册 已 以 及 有 一 些 人 【例如 著名 的 迦 里 略 (Galiieo)) 曾 猜想 这 条 曲线 是 抛物 线 . 但 后 
来 有 人 发 现 不 对 . 最 后 由 钥 。 贝 努 利 的 弟弟 约 险 ' 风 努 利 解 决 了 . 汪 布 尼 兹 (Leibniz) 
把 它 定 名 为 是 链 线 . 它 在 工程 中 应 用 很 广泛 . 下 面 残 来 求 它 的 方程 . 

设 2 为 线 密度 《 即 单位 长 度 的 质量 ) . 以 了 CX%) 表示 曲线 在 P(X,y》) 处 的 张力 ， 在 
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由 线 上 任 取 一 小 段 PQ， 设 蚀 的 横 坐 标 为 +d%*， 由 平衡 条 件 在 水 平方 向 有 
T(xX)cos0(%)=T(%+ dx)cecos0(% + dr), 
其 中 10 为 曲线 切线 与 o% 轴 的 夹 角 . 于 是 , 在 
悬 链 线 上 任 一 点 ， 其 水 平 张 力 为 常数 ， 即 
T(xX)cos0C%)= 且 (常量 ) . 
得 看 RQ 在 垂直 方向 的 平衡 条 件 ， 得 
Hto0(% +dx*)=Htg0%)+Prds, 


> 


上] 
y' (Sid YK) = VIE CK) ds 
左 端 去 掉 高 级 无 穷 小 ， 即 得 方程 
so ly 
» | V1-+-y'?. 


这 束 是 巧 链 线 的 做 分 方 征 . 图 1.24 
令 4 一 2， 上 上 式 化 为 

dz -一 

= 0 

dx ”HH + 1+Z 
分 全 变量 得 

dz op 

于 dx . 

VV 1+z: HH z 

In(Z+1 1 +2?) = 地 (x — C1), 
下 

z + 1 To = 0 He, 
解 出 有 


3 i =Z=5h-ry (F—cC1). 


和 县 税 分 人 人， 得 
H p ,, 
= "ch -(%-—C1)+C;. 
» 0 ry 1) 十 C2 


议 乱 链 线 其 低 点 的 横 华 标 为 知 ， 级 坐 剑 为 儿 ， 则 有 初始 条 件 
y(%0) =h, »'(%0)= 0. 


代入 》(%)， 得 


/ : C1 = %0， C2 一 1 一气. 
于 是 悬 链 线 的 方程 为 
H,?re,/,, .、.»_H 
一 Ch- (SS, 二 有 一 一 --. 
» 0 OC H ( 20 ) 0 
。 64 » 


县 链 线 在 高 压 线 架设 中 党 应用， 设 两 等 高 佚 塔 间 的 距离 为 2L4， 弛 度 为 六 , 试 求 导 


线 中 的 水 平 张力 吾 . 如 图 1.25 建 立 坐 标 系 ， 则 y 
导线 方程 为 
和 hy Ht 
?= 全 ch 帮 一 全， 
因为 %D) = 入 ， 收 有 
-全 ch 和 1 一 全 
pot PI 图 ”1.25 
ch H+- / 


今 2 = 则 上 和 代 变 为 
ch =/ Wi+1. 


这 是 一 个 超越 方程 ， 其 近似 解 设 为 Wo。， 则 有 


H Pt 
wo 
还 要 指出 一 点 ， 就 是 在 巧 链 线 方 程 
彤 = 与 oh 全 x HH 
让， 如 有 果 多 很 小 ， 则 大 

， ] p= 
ch 二 1 二 可 。 2X2 
9 = 


和 起 链 线 在 其 顶点 处 近似 于 一 条 抛物 全 在 工程 中 就 经 常用 抛物 线 来 代替 最 链 线 。 
.方程 F(y,Y' 9 ) 一 0 
让 浊 约 特 扣 是 六 合生 芝 量 多， 这 时 ， 总 可 以 利用 代 换 一 力 ， 使 方程 降 佐 一 阶 ， 以 
二 阶 方程 : : z 
F(y,y’,»’”)= 0 / (1.67) 
为 例 . 
令 ?9 = 了 ， 二 是 有 


» ab dp dy _ pa 
?= dy dx Pay: 


代入 (1.67) ， 就 有 


- 
Hm 


一 


这 是 一 个 关于 尹 的 一 阶 方程 .如 它 可 求解 得 如 = 力 (9,c) ， 再 由 
多 =p=P(Y ,eC) 
求 9. 
例 3. 设 地 球 质量 为 M， 万 有 引力 常数 为 G ， 地 球 半径 为 尺 . 今 有 一 质量 为 允 的 火 
简 ， 由 地 面 以 初速 v= 各 季 直 向 上 发 射 ， 试 求 火箭 高 度 与 时 间 的 关系 ， 


解 . 火箭 所 受 的 地 心 吸 引力 为 


由 和 牛顿 第 二 定律 ， 有 关系 
2Z GMm 
at? (R+?)? 
于 是 ， 得 到 方程 


; d2r GM 


人 (RR+7) 


今 7=v， 则 有 了 =v4? ， 原 方程 化 成 


C2 
ar (R+?)? 
积分 后 得 到 
1 GM : 
-0 二 一 一 一 十 C， 
“ K+r 图 1.26 


或 


积分 后 得 
二 (及 十 1 ) = oGM t+ce. 


以 初始 条 件 7+(0) =0 代 入， 得 c 一 二 丸 *， 所 以 高 度 与 时 间 的 关系 为 


二 (R raGMt+ -Ri. 


和 
1 


由 此 可 解 出 + 来 . 
3" .恰当 导数 方程 
这 类 方程 的 解法 与 全 微分 方程 的 解法 相 类 似 、 


大 66 * 


假如 方程 
尼 (X 3 0) 一 0 (1.8)》 
的 左 端 恰 为 : 一 图 数 @ (YX ;9 1 9 ,人 了 ) 对 2% 的 导数 ， 则 方程 可 化 为 


a 4 1  。， 《了 4 一 在) 一 
了 ? ;9 ) 一 0， 


于 是 ， 方 程 显然 可 降低 一 阶 ， 成 为 
DX YY ,YC. 
之 后 再 设法 求解 这 个 方程 . 
例 4. 求解 22*+》 ?= 二 0. 
解 。 易 于 将 方程 化 为 


d ;、 
ax ) 一 0 


故 有 
99 =C1. 
只 ydy=c1dzx. 
， 积 分 后 即 得 通 解 
42 一 Ci% 十 C2. 
例 5。 求解 992 一 “= 0， 
解 。 先 将 两 端 同 乘 不 为 0 的 因子 17”， 由 有 
9 , 
2 
故 4'=cy， 从 而 通 解 为 
4 一 C185…， 


文 一 段 解法 的 技巧 性 较 高 ， 关 键 是 配 导 数 的 方法 . 
习 是 1.10 


求解 下 列 方程 
1 (XY —9)2=9 1 2. KY’+(%2—1)(Yy'—1)=0 

3, 02 =(1+y ) 4. .390 一 YY = 0 

5,. yy 二 +»'2+1=0 6. 34 2 一 0 一 0 

7 yy —Yy'2—6%Y? = 0 8. X2Y YI— WEY 2 AXYY' + By? = 0 
9 (yy 一 %)92 二 912 一 24% 一 1 一 Siny% 


13 一 10 


10。(% 十 92)49 十 634 1%2 十 392 十 29) 加 
11。%2492 + (XY —Y)2=0 -| (提示 :， 今 4 一 %Z) 


12 。gsin 2%42 一 24% 一 0 (提示 : 今 cotg 必 一 乙 ) 
13.。%(992 二 02) 十 393 =2%° (提示 : 令 ?= 二 2) 


81.11 微分 方程 组 的 初等 积分 法 


在 实际 问题 中 经 常 要 求解 含有 儿 个 末 知 而 数 的 微分 方程 组 . 例如， 奉 蕊 知 和 在 经 间 运 
动 的 质点 办 (% ,9 ,2) 的 速度 -站 二 及 天 八条 人 
一 三 ， 了 ， 
yf yz) 
Vs=f3(7)%,Y(2) 
且 质 点 在 时 刻 to 经 过 后 (%%0 ,和 ,Zo )， 求 该 质点 的 运动 轨迹 
这 个 问题 其 实 就 是 求 微分 方程 组 
F=f (t,t yz) 


a 
多 。 
4 /2 2), 


a = fa3(¢ ,和 


的 满足 初始 条 件 
X(t0)=X%0, Yy(*0)= Yo, (#0) 一 了 0 


的 解 %CGt)， y(t)，2 (7)， 
含有 名 个 玉 知 画 数 入 ,为 ,… ,9 的 _ 咏 方程 组 的 一 般 形状 为 


kh (2 和田, 入， 和 ,Ys) 


S22 = fa 六 ,Yn ) 
] 。 ev 四 (1 68 ) 


| 吧 虽 是 如 届 上 自 必 学 归 四 昌 者 量 类 司 滨 区 过 考量 响 费 出 沿 


OP ful, Y1 ”” ,Yn). 
生 谓 组 1.68) 在 [的 上 的 一 个 租 ， 是 这 样 的 -组 而 
.CX), 各 人 四 》 yn(%), 


使 得 在 【CE,2] 上 有 恒等式 
2 一 (入 ,为 (9 和 (NX), ,YnC%)) . 


含有 % 个 任意 常数 C1,C2，*…*… ,Cn 的 一 组 解 
9 一 21(YC1 Ca Cn) ， 
yz 二 多 a(YC1 Ca2，C1) ， 
ee 《1.69 ) 
n=Pn(% ,C1,C2,°"" Cn) ， 
称 为 (1.68) 的 通 解 . 通 解 的 隐 式 表达 式 


DN; ny Ci Ch) 二 0， 
DN; CiCa Co) 二 0， L170) 
D, (ND, Yn CisC2a,' Cn)= 0. 
称 为 (1.68) 的 通 积 分 . 
如 前 面 看 到 的 ， 经 常 还 要 求 满足 初始 条 件 
W(XN0) = Yo0, WNO) =Y20 ,P(X0) = Yno 
的 初 信和 和解。 如 果 通 解 或 通 积分 已 经 求 得 而 要 求 初 值 解 ， 和 一 阶 方程 式 一 榜 ， 可 以 把 初始 
条 件 代 和 人 (1.69) 或 (1.70) ， 确 定 出 c1,C2,…,Cn， 证 代入 (1.69) 或 (1.70) ， 即 
得 所 求 的 初 值 解 . 
下 面 介 绍 两 种 求解 方程 组 的 初等 解法 .这 两 种 方法 的 基本 思想 与 代数 联 立 方程 组 的 
解法 颇 为 相似 .例如 对 于 方程 组 
上 和 
44 一 0 . 
可 以 用 代入 消去 法 。 把 它 化 成 高 次 方程 式 求 求解 ; 也 可 用 所 谓 “ 组 合法 ”， 对 方程 组 进 
行 基 些 运算 ， 把 它 化 成 新 的 易 求解 的 方程 组 
人 
(和 一 9) 2 一 红 一 20 
来 求解 .一 阶 微分 方程 组 也 有 化 为 高 阶 方程 式 法 与 “可 积 组 合法 ”. 从 这 里 又 可 以 看 出 ， 
在 高 符 数 学 与 初等 数学 之 间 有 许多 基本 思想 是 一 脉 相 承 的 ， 应 当 在 中 学 阶段 束 注 意 培 齐 
正确 的 数学 方法 . 
1°。 化 高 阶 方程 式 法 . 
先 看 一 个 例题 . 
例 1. 求解 方程 组 


dx 
， 一 -一 了 》， 
i dt 
\ dy _ 
dt 
解 ， 以 第 一 式 代 入 第 二 式 ， 即 得 关于 的 二 阶 方程 入 
d2% _ 
dt * 
用 降 阶 法 可 求 得 / : 
Y=C16!+C2€ |， 
及 
?一人 2184 一 026 


为 把 方程 组 〈1.68) 化 为 高 阶 方程 式 求解 ， 和 如 上 例 所 示 , 其 办 法 是 : 对 方程 组 
(1.68) 进行 适当 的 进 算 ， 仅 保留 一 个 未 知 丽 数 ， 消 去 其 它 未 知 两 数 ， 这 样 就 得 到 一 个 


二 B9 ” 


mm ar 
-re " 


蜗 阶 方程 式 . 积分 这 一 高 阶 方程 式 ， 求 出 所 保留 的 未 知 责 数 ， 而 其 余 的 未 知 画 数 可 以 不 


红 过 积分 而 求 得 . 现 以 三 个 未 知 画 数 的 情况 予以 说 明 . 
考虑 方程 组 
WAAC 


A Pi, ) 9 


bys fo 负 ， 多 ,从 ) ， 


现 保留 未 知 男 数 邹 ， 为 此 ， 将 第 一 个 方程 对 % 求 导 数 ， 得 
GN _of1 .90f1 .Ad 90f1 .4 87 ， 
6% 


_0Of1 ,of of i of 1 
= 1 CC1. 大 二 < 大寺 21 


dx2: DY Da dx 3 dx 


2X 939 
记 为 


人 -4 一 下 2(X 为 为， 的) . 
再 将 上 式 对 Y% 求 导 ， 并 将 (1.71) 代入 ， 得 
ds 


5 3% 为， 和 %) . 


从 方程 组 


d 

二 1( 和 ,六 ， 沪 ,为 )， 
ad2Y + 
' 2 一 2(Y， 信 ， 镶 ， 护 )， 


\d3y= Fs(%, YW», ). 


dx3 


中 消去 免 及 为 ， 即 得 只 含有 未 知 数 力 的 三 阶 方程 式 


如 未 能 求 得 上 面 方 程式 的 通 解 


1 =P1(%, Cl Co ,C3), 


dy! dd?Y 入]= 
dx “ dx2 dxX3 


dy3 


dx 


(1.71) 


(1.72) 


(1.73) 


“将 它 代 入 〈1.73) ,由 于 左 端 全 为 已 知 ， 仅仅 和 和 为 未 知 ， 从 其 中 解 物 和 入 ， 设 为 


=92(%,C1,C2,C3), 
4 一 fs(% ,C1,C2,C3)., 
于 是 束 得 到 了 (1.71) 的 通 解 
31 二 921 ， ceayes)， 
,和 % 二 Pa (多 ， C1,C2,C3), 
物 =73(% ,C1,C2,03). 


例 2. 求解 
/2 ?十 过， 
EA 和 多 十 必 ， 
元 一 一 3% 十》 一 2Z. 
上 T _dx n _dady _dz 
解 . 对 微分 第 一 式 ， 得 
X 一 2% 一 十 2Z. 
以 原 方 程 备 式 代 入 ， 并 化 简 ， 得 
< 一 一 4 一 必 ， 


将 它 再 对 # 微分 ， 并 将 原 方程 再 代入 ， 化 简 后 得 


X=2X— y+Z2. 


由 联 耻 方程 组 
| -2x21 
| 一 
X=2%—» + 
解 出 9 上 及 > ， 得 
上 
人 可 人 
zx 一 -一 
代入 原 方 程 第 一 式 ， 得 到 新 的 三 阶 方程 
Xx—%=0. 
今 % 二 WwW， 得 新 方程 
好 一 人 一 0 。 


< 个 方程 而 且 以 后 还 有 较 简 便 的 方法 在 此 解法 赂 . 


.可 积 组 合法 . 
了 了 了解 这 个 方法 的 基本 思想 我 们 先 看 看 下 面 的 例子 ， 
例 5. 求解 
dx 
rat ”i 
dy , 
‘f=. 
解 . 先 将 第 一 式 两 端 同 乘 Y%， 第 一 式 两 端 同 乘 》， 然 后 相 加 ， 得 到 
,dx dy 
Yt I at 0 
或 
Gd va 2 
gi? 十 y2) 三 0 . 


六 个 式 子 是 可 积 的 ， 积 分 后 得 到 % 与 的 一 个 关系 式 


Cr 一 


es 了 ji 


3 “十 92 一 C1. 
为 了 解 出 % 与 2 求 ， 最 好 还 能 求 得 “与 的 另 一 个 关系 式 . 
从 过 观察 分 析 ，、 可 以 用 如 下 的 方法 . 
料 第 一 式 两 端 乘 》， 第 二 式 两 端 %“， 然 后 相 减 ， 得 


dx -dy 2 
] 1 2 V2 Ty2, l 
邯 
dx _ .dy 
dt Yat_, 
X22 
灵 “ 十 多 


arCtC 一 2 f+e,, 


于 是 ， 得 到 方程 组 的 解 (t) 及 y(t) 所 满足 的 方程 组 
全 二 92 一 C1， 
arctg-3- 一 上 一 ca (1.73) 


我 们 把 本 数 %2 上 +Y2 及 arct-- 一 称 为 原 方程 组 的 首次 积分 . 它们 的 特点 是 ， 将 方 


和 枉 组 的 一 个 解 %(t),y(#) 代入， 它们 将 各 自 恒 等 于 于 某 一 个 常数 . 
二 组 “3) 是 原 微分 方程 组 的 通 积分 . 
下 面 讨论 一 般 的 情 开 
定义 1.5. 甸 数 D(C， 沪 ， 罗 ,ey 称 为 方程 组 (1.68 ) 的 一 个 首次 积分 ， 如 来 
以 (1.68) 的 任何 一 组 解 和 CX), 和 %CX),…,y,(X) 代入 ,使 画 数 BO (%), CX), 和 %(X),: 
Jn(%)) 恒 等 于 某 一 常数 (此 常数 一 般 说 来 与 所 取 的 解 有 关 ) . 
设 Di(% ,六 ;入 ,yn) (i=1,2,% ,Np) 为 方程 组 (1.68) 的 多 个 首次 积分 ， 且 有 
DO ,GO … ,0 1) 、 
D(y1,Y2,.: "Yn) 
则 各 其 为 (1.68) 的 4% 个 独立 的 首次 积分 . 
不 难看 出 ， 假 如 @ i1(i==1,2,…,4%) 为 (1 68) 由 个 独立 的 首 次 积 分 ， 肌 隆 画 
数 存在 定理 可 知 ， 方 程 组 


0 ， 


9 1( 党 ， M1， 多) 
| 化 2 (4 ， 人 久 ;Vn ) 一 人 2， 


DOD, (YT,Y ee 


为 《1.68) 的 通 积 分 ， 它 所 确定 的 隐 阔 数 
Y=P1(NCI, Co, Cn) 9 
92 9a (£01sC2 ea ? 


ee 
泡 是 (1.68) 的 通 解 ， 

人 

位 是， 求 色 个 独立 的 首次 积分 常常 并 不 太 容 易 ， 我 们 指出 ， 求 出 一 个 首次 积分 驶 踢 
以 宵 志 一 个 来 知 殴 数 . 事实 上 ,假如 求 得 首次 积分 

DF, Yn) = C1, 
三 可 以 从 其 中 解 出 一 个 未 知 函 数 ， 例 如 

=q1(X, 和 为 ,Yn ,C1), 
代入 (1.68) 中 ， 肥 可 消去 为 了 . 

求 首 次 积分 的 一 个 最 基本 的 方法 就 是 可 积 组 合法 . 就 是 对 方程 组 进行 某 些 运算 ， 使 
能 够 得 到 可 以 积分 的 微分 式 ， 把 这 个 式 子 积分 即 得 到 一 个 首次 积分 。 但是， 可 积 组 合法 
是 多 种 多 样 的 ,有 很 多 技巧 ， 很 难 用 一 个 简单 的 读 则 加 以 概括 ， 

在 一 些 实际 问题 (如 几何 问题 中， 微分 方程 组 (1.68) 季节 与 成 对 称 的 形式 

GdI1_ do dn dE 


为 了 符 导 上 的 方便 ， 我们 写成 
4X1 hr 
KK ka) RR) 


X(T 1) 2 ;和 ) | 


这 样 ， 各 个 变量 就 是 “平等 ” 的 了 .对 于 这 样 的 方程 组 ， 可 以 利用 比例 的 许 多 性 质 ( 如 
合 比 定理 ， 分 比 定理 等 ) 米 求 首次 积分 . 
例 4。 求解 


于 是 得 到 一 个 首次 积分 
OD 1 (4 ，y， z) 一- 


® 73 。， 


利用 合 比 定理 ， 有 
XGM 二 3JdITZdZ dy 
和 (X%2 十 492 十 Z2) 2X 


或 
2%dx +t2ydy+22dz _ dy 
(%2 十 %2 十 必 2 ) Sp 
积分 即 得 
In(Y2 十 392 十 &2) 一 ncC29 
即 X22+ y+ =C2y, 
或 / 
?y+TZS 一 也 
3 . 
于 是 又 得 到 一 个 首次 积分 
0 ,(%, Y, z) 一 和 
从 而 原 方程 的 通 积 分 为 
9 : 
| 1 
. 和 
习 题 1.11 
1.。 解 下 列 方程 组 
时 2 ») 禾 
(dy oy \dy ox. 
at | / dt 
CI MX 
dx zz dx_dy dz 
51dz 2 % 2 
dx 9 


2， 设 GC(%)=| g(x)dx， 且 1m GC%)=+oo， 求 证 方程 组 


,2 
»'=— gg(X%). 
:的 任 一 解 X(t)，y(t) 在 一 2 之 tt 过 十 co 上 有 界 . 
3. 在 方程 组 : 
d% _,)) AronN 
at y+ f/f(%), 


so 74 #8 


dy_ _,. 
zat- %+9(Yy) 


中 ，A(%),9g(y) 连续 ， 且 有 


%f/(X)<0,， (% 夫 0 ) 
yp( 3)<0. (去 0) 


试 证 方程 的 任 一 组 解 %(#t)，(#) 均 有 
lim (X21) + 92(t)1=0 


8 1.12 微分 方程 组 在 计算 人 千 
地 球 卫 星 轨 道上 的 应 用 


在 中 学 平面 解析 几何 中 ， 对 二 次 曲线 的 研究 占 了 大 部 分 篇 幅 . 为 什么 这 伴 授 排 匹 ? 
这 是 根据 实践 的 要 求 从 历史 上 形成 的 . 由 于 农业 以 及 航海 的 需要 ， 天 文学 曾经 在 一 个 时 
期 《特别 是 18 世 纪 ) 占 着 极其 重要 地 位 ， 人 们 很 早 就 对 星体 (包括 行星 、 慧 星 等 ) 的 轨道 
涝 行 观测 及 研究 ， 后 求人 们 通过 中 心力 场 中 质点 运动 的 研究 终于 逐渐 发 现 星体 的 轨 遂 种 
竖 一 次 曲线 ， 不 外 平 椭 园 、 抛 物 线 及 双 曲 线 三 种 .因而 二 次 曲线 引起 了 人 们 的 特别 往 
意 ， 而 且 它 们 在 其 它 领域 (如 建筑 业 ) 中 有 广泛 应 用 ， 于 是 这 些 曲 线 在 以 后 就 成 了 解析 
几何 的 主要 研究 对 象 .但 是 ,这 些 古 老 的 问题 在 进入 字 宙 航行 时 代 的 今天 ,又 获得 了 新 的 
意义 .因为 人 造 卫 星 也 好 ， 宇 宙 飞 船 也 好 ， 都 服从 关于 中 心力 场 的 法 则 ， 因 此 它们 的 科 
省 也 只 能 是 二 次 曲线 中 的 一 种 ， 只 不 过 人 造 卫 星 是 可 以 控制 的 ， 可 以 用 初始 发 射 速度 来 
测定 它 的 轨道 的 形状 。 我 们 这 一 达 就 根据 不 同 的 初始 速度 求 研究 人 造 卫 星 的 轨道 ， 字 忆 
这 一 节 ， 除 了 学 习 微 分 方程 的 一 些 方法 外 ， 还 可 以 加 深 对 于 二 次 曲线 分 类 的 了 解 . 

1。 人 造 地 球 卫星 运行 轨道 

从 地 球 表 面 上 一 点 尸 处 ， 以 初速 度 We 射 ， 
出 一 个 质量 为 说 的 物体 ， 发 射 方向 与 水 平方 向 
的 夹 角 4 (并 设 <“ 关 可 )， 求 该 物体 运动 的 加 
道 . | 
为 建立 运动 方程 ， 以 通过 发 射 点 和 地 心 的 _ 
吉 线 作为 9 轴 ， 地 心 作为 原点 ，% 轴 取 在 和 发 
射 方向 同一 平面 内 ， 取 其 正 向 使 发 射 方 向 在 第 
一 象限 内 ， 如 网 1.27 

t 表示 时 间 ， 并 设 在 上 时 物体 的 运动 坐标 
为 (%*，y)， 则 由 万 有 引力 定律 知道 有 一 办 


久 "- 训 用 -把 物体 拉 向 地 心 。 该 力 在 4 方向 和 


3 方向 的 分 力 十 


—fmM ， 和 /mM . » 


%2 十 多 妨 并 二 天 二 六。 村 
其 中 地 球 质 量 下 一 5.98 x1027 克 ,而 引力 和 常 数 一 6.685 x10 23[ 公 里 23/[ 克 了 秒 ]2， 
因此， 由 运动 化 二 定律 得 到 物体 的 运动 方程 : 


md*t fmMs 
[ati Ct ye) 
, (1.74) 
dy fmMy 
dt? (2+ 2 
这 束 是 人 造 地 球 卫 星 的 运动 方程 ， 
现在 解 方 程 组 (1.74) . 
(1.74) 中 第 二 式 乘 以 %， 第 一 式 乘 以 了， 然后 两 关 相 减 ， 得 
dy aN 
Pf yt2 0 
或 
d /dx ,dx\ / , 
a (1.75) 
再 由 (1.74) 第 一 式 乘 以 2 第 二 式 乘 以 人 7 ， 并 相 加 ， 得 
dx ds .dy .dy 4 + ?| 
dt dti dt dat 4 dt 
或 与 成 
dl{/adx CI AM dd, ,?2 : / 
stl( 4) (人 | (%2 + Yy2 )% dt'* 2 人 : (1.76) 
分 别 对 《1.75) 和 (1.76) 进行 积分 ， 得 到 下 列 -一 阶 方 各 组 
% OY y= Cl, (1.77) 
\ dx dy _ 2fM , 
(8 ) + (0) pd te (1.78) 
为 了 便于 求解 和 讨论 轨道 的 形状 ， 换 为 极 坐 标 : 和 二 ?FC080， y=7sing,， 以 及 
dx — C080dr— ?sin Gag, 
dy=singdr+?rceos0db0. 
将 以 答 式 代入 方程 组 的 (1 7 与 (1,78) 式 中 ， 得 
124 一 0 | | (1.79) 
(er) 2 一 2 一 十 C， ， (1.80) 


从 (1.79) 和 (1.80) 中 消去 64 ， 得 


2 2 
(57) 二 C2 十 27 M _- Ci 


dt Fr : YY2 
由 于 在 开始 发 射 时 ， 距 疮 与 时 俱 增 ， 所 
人 81 
为 了 求 得 轨道 ， 将 (1.81)〉 和 和 和 (1.79) 联 了 六 ， 并 消去 @t ， 得 
dr 7? 2 M 4 
de crt 2 0, (1.82) 


解 (1.82) ， 即 得 极 坐 标 形式 的 轨道 方程 . 
现在 解 方程 (1.82)， 为 此 ,引入 新 变量 4 ， y 二 一 -， 这 时 (1.82) 化 为 


1 Ww 一 一 人 7 
2 -a U2C1 Y CT Ci ， 


对 上 式 分 离 变 量 ， 整 理 后 可 得 ; 


-ld 
V cs+2f Mu— ciw? Y 全 +( 帮 经 2 zx 一 人 
当 + (去 玫 ) > 0 时， 积分 后 可 得 
0 -arceos| “一 划 )/Y 人 ( 开 门 je, 
A | (1 .83) 


二 一 w= 代入, 克 (1.83) jo 


C1 
令 
一 Fm (轨道 参数 ) 9 ; (1.84) 
C2C1 J 
e 1+ cc, 十 - La, ( 交 心 章 )， (1.85) 
这 时 由 (1.83) 可 得 出 轨道 方程 
Dp _ (8 之 0) . (1.86) 


= IT econ(0—c) 
上 注 方程 是 二 次 曲线 ， 椭 园 ， 双 曲线 、 抛 物 线 的 极 坐标 的 统一 形式 的 方程 。 
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方程 (1 ,83) 和 下 86) 中 的 三 个 常数 cl,caz,cC， 取 决 丁 发 射 情况 (《 即 由 初始 条 


件 决 定 ) ， 当 三 ， 假 定 发 射 点 是 地 面 ， 即 ， 
二 0 ， 少 二 R【( 地 球 半 答 ) 


亦 即 b=-， 7 二 RRR， 上 青 由 初速 度 得 


4 yy, COSa, 2- Vo SITIC ， 
将 初始 条 件 代 和 (1.77) 及 (1.78)， 得 
C1 =— Rvo COBG， (1.87) 
ca 下 一 2 四 (1.88) 
再 将 初始 条 件 : 上 = 0 ，6 = 于，y 一 RR， 代 入 (1.86) 式 , 得 
R = 一 一 一 才 加 
1 +ecos( 卫 一 1TeSnC 
解 得 
bb 四 
SINC = K z (1.89) 


由 (1.85) ， (1.87) (1.88) 并 注意 到 (1.84) 得 
CoC1. 2 2fM 2 2 COg Za 
CF MI 1 + (v 一 )R Vo CN 

,RR2v0 co0s 2asin 20 


=-(1- i “)+ MY 


E62 一 1 十 


加 \ 2 ， 2p? p 2 
=(1 + 三 ) + R80>( 丰 一 1)， 0) 
即 : 
| 
所 
<1, 
ee 
因此 ， 由 (1.89) 求 得 ; 
z p 
. =arcsin[ £ -|. 


.轨道 讨论 一 一 第 一 、 第 二 宇宙 速度 
0 如 果 轨 道 方程 (1.86) 中 的 e= 0， 轨道 为 ?= pb， 则 由 en 90) 知 


去 = a=0, : 


即 得 <=0， 力 = 尺 ， 故 发 射 方向 为 水 平方 向 ， 轨 道 是 圆 *= 玉 . 并 由 〈1.89) 和 (1.87) 得 


-7 


,6.685 x 10-23 x5,89x1027 | Ai/ 

Da = i [ 公 里 / 秒 闻 
一 62.6[ 公 里 / 秒 ]?， 

所 以 

Vo 二 7 .9 公里 / 秒 ， 

这 是 第 一 字 宙 速度 . 


因此 ， 当 沿 水 平方 向 初速 度 为 第 一 宇宙 速度 时 ， 物 体 正好 绕 地 球 作 圆周 运动 ， 半 径 


正好 是 尺 ， 这 在 实际 上 不 可 能 ， 因 为 物体 与 地 球 距离 闫 震 ， 所 以 初速 度 必须 超过 第 一 宇 
出 速度 才能 成 为 人 造 地 球 卫星 、 
(2) 如 果 轨 道 (1.86) 中 的 e=1， 此 时 轨道 


多 -= 
1 十 60g (6 一 c) 


是 抛物 线 ， 由 (1.90) 并 注意 到 。 = -本 ， ， 则 有 


27M- 27M 
一 局 


=0 或 仍 = 


D5 一 


由 上 式 所 求 出 的 m 本 2 倍 ， 即 得 
v0 一 11 .2 公里/ 秒 ， 

这 是 第 二 宇宙 速度 ， | 

由 于 抛物 线 是 不 封闭 曲线 ， 所 以 当 加 达到 第 三 宇宙 速度 时 ， 物体 脱离 地 球 引力 . 

(3) 如果 轨道 方程 (1.86) 中 的 0<e<1， 此 时 轨道 : ， 

bp z 
~ 1+eécos(0 —c): : z 

是 椭圆， 它 是 经 过 已 点 的 椭圆 ， 在 环 点 的 切线 婵 率 是 忆 t 妈 a 。 如 果 罗 道上 有 一 点 与 地 球 中 
心 的 距离 小 于 民 ， 则 物体 便 洲 在 地 球 上 而 不 能 完成 椭 回 轨道 ， 也 就 是 画 数 / 


多 一 - ”>  、 
站 TO 
的 最 小 值 是 尺 (因为 开始 时 是 = KR). 代为 eos (0—c) 1 <1, 所 以 这 个 本 数 的 最 入 人 


等 于 -了 了， 因此 ， 
pp oh 
二 ¢ BR l， 


”由 《1.90) 知道 ， 这 仅 当 a=0， ,也 证 公 当 灌水 平地 才 有 可能 人 和 不 与 地 球 相 
交 〈 除 发 射 点 外 ) ， 可 
另 -方面 ， 由 于 e 之 0 ， 可 知 妨 之 尺 ， 即 
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\ 


2 2 
R<p=-EYes EV 


ffM IrM’ 
其 
o> 人 (第 一 宇 测速 度 ) ， 
再 由 (1.90) 和 e 失 1， 则 有 
0 一 ?7 <0 或 v9, 


即 
oo< 久 2 大 区 (第 二 字 宙 速度 )、 


这 说 明了 当初 速度 在 第 一 ， 第 二 字 宙 速度 之 间 ， 沿 水 平方 向 发 射 时 ， 我 们 才能 得 机 
加 轨道 . 

在 实际 进行 时 ， 我 们 并 不 采用 在 地 面 上 沿 水 平面 向 发 射 的 方法 ， 而 是 采用 垂直 向 上 
后 倾 匀 进入 轨道 的 方法 ， 其 原因 是 空气 阻力 大 ， 不 但 要 消耗 大 量 能 量 ， 而 且 时 间 长 了 还 
可 能 使 火箭 因 靡 擦 生 热 而 烧毁 .所 以 需要 尽快 地 离开 大 气 层 .而 垂直 向 上 飞行 时 ， 在 大 
气 层 中 停留 的 时 间 最 短 ， 不 但 这 样 ， 发 射 方向 即使 稍微 俩 离 了 水 平方 向 ， 也 不 致使 卫 昌 
落地 ， 当 然 ， 速 度 可 上 比 第 一 宇宙 速度 稍微 大 些 。 

(4) 如 果 轨 道 方程 (1.86) 中 的 e 之 1 ， 此 时 轨道 


1 十 BEcos (0 一 C) 
是 双 曲 线 的 一 支 . 由 (1.90) ， 因 ee 之 1， 则 有 - 
v3 = >0 或 中 232M (第 一 字 宙 速度 ) 


我 们 现在 证 明 ， 随 时 间 增 大 ，? 永远 增 大 . 

在 开始 发 射 时 ，7+ 总 是 增加 的 。 如 果 它 并 非 永远 增加 ， 则 一 定 有 一 个 值 为 取得 极 大 
值 ， 并 使 1+ecos (0 一 c) 取 极 小 值 .这 是 一 个 连续 丽 数 ， 极 小 什 是 1 一 &<<0。 这 是 不 可 
能 的 ， 因 为 如 > 之 0 ， 这 时 y 所 取 的 极 大 值 将 为 仙 值 了 , 因此 y 必 单 调 地 增加 . 

这 样 物体 就 脱 询 地 球 引力 沿 双 曲线 轨道 飞 去 ， 询 地 面 越 来 越 远 ， 故 当 发 射 初 速度 
vo 超过 第 二 字 震 速度 时 ， 物 体 就 不 再 能 成 为 地 球 卫星 了 ， 而 胸 宛 地 球 引力 成 为 字 宙 飞 
船 或 绕 太 阳 运 动 的 人 造 卫 星 . 

这 时 物体 速度 的 平方 

v2 2fM +e = sf MB (1.91) 


A 


册 就 是 速度 永远 大 于 93 一 2 大 邓 并且 越 远 越 接近 这 个 速度 


第 一 章 综合 习 是 


求解 下 列 方程 ， 并 求 所 指出 的 初 值 解 : 


1 。(92 十 %9J2)GCYX 一 (%2 十 %M2)GY 一 0， y(0)= 0, »(1)=— 1 

2 . y'+eé* ?一 0 3. yy'+%X2y=%2, (1)=1 

4 ，(Y2 十 %2)CY —2%ydy= 0 5. %(lIn%—iny)dy—ydx=0 

6. (2y+%+1)dy+(29+%—1)d%X =0, y(—1)= 2 

7 (y+2)dxX=(2%+ 2—4)dy 

8 ， GY =24y—%2+% »(0)=0 9. cos#dy = ysing + sin2% 

10,. dx +(%+y2)dy=0 11. y2+(1—29)%Y' =y2', »(0)= 1 


12 .y+ =g(x)“ 5 和 g(x) 是 “的 已 知 枚 数 . 


13. Sy 7 十 4 一 4921mnyY 14， sy =I+Y 二 
15。4% 一 %3435 一 %4 

wadxtydy YX 一 YXCY _ 1) 一 
16. VT 0 ， »(1)= 1 
17, (3%3+6XYy2)d%X + (6%2Yy+4y3)dy= 0 
18. 29(%+y2)dy=(%—y2)d%, Jy(0)=1 
“19. 和 (1) 一 2 

1 xd - /多 
20. ; dx 更 $=0, (0)=3 21. » pr 
22, 2X%(YE™ te dy ， y(0)= 

_ ~” -一 -yy YAdx—Xdy 2 | -一 

23. (%+1)5 过 十 1= 26 24， wT ya +%2d%=0 
求解 下 列 方程 ， 天 作 积分 曲线 的 图 形 

dy _% z z 1 上 
25 7 二 一 26. 9’ 二 » 
27 。 % 4 ?3 28. dx 


29. 设 少 =y1(%)，y=y2C*) 是 线性 非 卉 次 分 程 的 二 个 互 异 解 . 求证 对 此 方程 的 


任 一 解 兴 %*) 恒 有 
9(%)—Y1(%) _ 
和 %(%) 一 入 (%%) 


其 中 Cc 是 常数 。 


81 。 


试 绘 出 下 列 分 程 所 定义 的 方向 场 的 等 针线 : 


dy va dy_ 八 
30. yx = 31, yr ty 
试 绘 出 下 列 方程 的 积分 曲线 ; 

d»_ Ny dy  %+|%| 
32。-,~ 二 ~ 33, +- =- -- 

dx |%.y| “ax y+|y| 
34， S29=|y|， 过 《0， 0) 及 过 (0, 一 1) 的 积分 曲线 ， 
求解 下 列 方 程 ， | 
35. J'3—49Y' —HY2+4XY=0 36. =aV 1+9y? 
37，4 (1 十 多 2) 半 一 Z 38. 0 
39 y's—y! e2*= 0 | 40。.。 =2XY" 十 区 2 和 二 
41. YY TGP 2 YH9 十 多 
43。Y472 一 2947 二 29 一 0 | 44。473 十 少 二 区 94 
求 下 列 方程 的 奇 解 : 
45，42 十 和 249 2 二 299 +2% 46。4 2 一 (% 二 1) 和 +y= 0 


47。 交 4 2 一 2493 十 4 一 10 
48. 证 明 共 焦点 且 共 轴 的 抛物 线 族 9? 二 44(% 二 4) (5G 为 任意 常数 ) 是 目 己 的 止 交 
轨 线 . 

49。 在 通过 原点 的 曲线 上 任 取 一 点 (4 ,9) ， 过 该 点 画 平行 于 坐标 轴 的 直线 ， 它 们 
与 坐标 轴 围 成 一 个 人 第 形 ， 试 确定 这 样 的 曲线 ， 它 把 矩 形 分 成 二 部 份 ， 其 中 一 部 份 面积 是 
另 一 部 份 面 积 的 三 倍 。 

50. 求 一 曲线 ， 使 在 其 上 任 一 点 坊 的 法 年 〈 由 点 力 到 过 点 旋 的 曲线 的 法 线 与 交办 的 
交点 的 天 离 ) 等 于 访 点 到 符 标 原点 的 铺 训 

.摩托 艇 以 10 公 里 /小 时 的 速度 在 静水 上 运行 ， 全 速 时 停止 了 发 动机 ， 过 了 t=20 
多 名 后 艇 的 速度 减 到 vi = 6 公里 /小 时 “假定 水 的 阻力 与 儿 的 运动 速度 成 正比 ， 试 确 
定 发 动机 停止 2 分 钟 后 艇 的 速度 ， 求 发 动机 停止 后 艇 所 经 过 的 距离 . 

52 ， 一 子弹 以 速度 vo = 二 200 米 / 秒 打 进 一 块 厚度 为 h=10 晶 米 的 板 ， 然 后 穿 过 已， 
以 速度 v1 =80 米 / 秒 离开 板 ， 设 板 对 于 子弹 运动 的 阻力 和 运动 速度 的 平分 成 正比 . 问 于 
弹 穿 过 板 的 运动 持续 多 少时 间 ? 

53， 从 容器 中 流出 的 液体 ， 按 着 水 力学 中 的 定律 ， 液 体 从 距 自 由 面 深度 为 严 的 孔 沉 
出 ， 它 的 流速 征 
2 二 AV2gh 厘米 / 秒 ， 

其 中 如 是 重力 加 速度 ，4 是 液体 的 粘 滞 系 数 . 
4 ) 假定 容器 是 直径 为 1 米 ， 高 为 15 米 的 园 柱 形 赃 水 器 ， 并 岩 满 水 ， 现 水 从 容 
品 底 部 一 个 直径 为 0.05 米 的 小 孔 流 出 ， 水 的 精 灌 系数 4=0.62， 试 求 水 流 尽 的 时 间 ， 


由 82 . 


b ) 假定 容器 是 高 为 10 厘 米 ， 顶 角 w=60。 的 园 维 形 漏 斗 ， 汤 斗 下 面 有 面积 为 

0.5 雇 米 ? 的 小 孔 ， 现 崇 满 水 ， 试 求 水 流 尽 的 时 间 。 

54。 有 一 辆 铁路 用 的 油 忽 车 。 内 装 满 煤 油 ， 油 龟 长 为 1， 直径 为 D， 由 鲍 底部 有 一 
截面 积 为 ”的 排 油 口 排 油 ， 试 求 煤油 流 尽 的 时 间 〈 如 图 1.28) . 

如 末 1 二 12 米 ，D =2.6 米 ，w@% = 二 0.01 米 ?， 煤 油 粘 灌 系数 4=0.6， 计算 流 尽 的 的 时 
Bj #. 

55， 一 质 扎 在 重力 作用 下 ， 沿 某 曲 线 清 动 ,在 任意 相等 的 时 间 区 间 内 ， 下 降 的 高 度 

56. 目 感 现象 的 实验 电路 如 图 1.29. 电路 由 灯泡 ， 线 圈 和 电池 串联 而 成 ， 并 有 两 个 


I 1.28 网 工 .29 


开关 1 和 长 ,灯泡 的 电阻 为 RR， 它 的 自 感 系数 可 以 略 去 ， 线 圈 由 粗 导线 做 成 ， 廿 数 
很 多 ， 它 的 自 感 系数 为 上 ， 电 阻 可 以 赂 去 ， 电 池 的 电动 势 为 E， 
0 ) 当 开 关 K | 接 通 而 下， 断 开 时 , 试 求 闭 合 电路 ,ERLK | 中 电流 变化 规律 ， 


6 ) 当 电 路 中 电流 强度 达到 稳定 状态 时， 将 下 1 断 开 ， 同 时 将 到。 接 通 ， 
斌 求 角 路 皇居 了 天。 中 电流 变化 规律 . 
2 ) 试用 灯泡 的 亮度 变化 说 明 (4)，(58) 问题 中 自 感 现象 . 


57， 和 如 曲线 的 法 线 与 向 径 所 成 的 角 ， 和 法 线 与 轴 所 成 的 角 相 等 ， 求 此 曲线 ， 
58， 由 原点 至 曲线 任 一 点 的 切线 的 垂 线 之 长 ， 等 于 切 点 的 横 座 标 ， 求 此 曲线 、 


59， 若 曲线 的 向 径 与 切线 之 间 的 夹 角 ， 等 于 向 径 相 角 的 - 亏 ， 试 求 此 曲线 ， 
60。 求 下 列 曲 线 族 ， 


1 ) %2 十 92 一 C2 2 ) %y 一 C 3 ) y=20% 
了 时 正 交 轨 线 和 等 角 轨 线 . 
求解 下 列 方程 
61. ”= C0S% 62. £2’ = In 
93° y’(e*+1)+»’= 0 64,. VY ”一 42 一 6% 3 
65. 4 9 一 3% 一 0 66. YY +Yy'2=0, y(0)=1, yy'(0)=2 
67，29” 一 392 一 0 4(0) = 一 一 3，47(0) 王 1，42(0) -= 一 1 


68. 4 一 YY TD) 69. XY EIYY'—Y! 


?0 Ym 二 IT 十 1n3)3 2 一 0 71. IY— FYI= YY 


72，33 十 %9J + LYN 73. 9 — YYy'2=0 


74， 质量 为 加 的 物体 从 地 面 以 初速 vo 竖 直 上 抛 ， 假 定 空气 阻力 与 速度 平方 成 正比 


Z ) 求 物 体 上 升 的 最 大 高 度 ; 


2 ) 证 明 物 体 从 最 高 处 下 落 〈( 其 阻力 仍 与 速度 平方 成 正比 着 地 时 的 速度 小 


于 V0. 


c ) 证 明 物 体 下 落 返 回 地 面 所 需 时 间 比 到 达 最 高 度 所 需 的 时 间 长 . 
75。 单 摆 运 动 ， 设 有 质量 为 各 的 质点 由， 连接 在 一 条 长 度 为 上 ， 


质量 可 忽略 的 线 


上 ， 线 的 万 一 映 固 定 ， 将 点 M 从 平衡 位 置 拉 开 ， 人 攻 开 后 由 于 重力 的 关系 ， 居所 和 簿 半 各 


为 也 的 园 攻 运 动 ， 在 摆 线 与 平衡 位 置 所 成 的 角度 0 很 小 的 情 
况 下 ， 试 证 6 是 时 间 t 的 周期 画 数 . 

76, 生机 侵入 我 领空 ， 以 每 小 时 200 公里 等 速 地 沿 水 平 
直线 飞行 ， 当 它 飞 临 我 某 防空 部 队 正 ,上 空 时 ， 此 时 飞机 高 度 
为 10 公 里 ， 我 解放 军 立 即 发 射 追 还 导弹 一 枚 ， 以 每 小 时 1000 
公里 等 速 地 且 随 时 均 对 准 敌 机 向 前 飞行 ， 问 何 时 击 中 敌 机 ? 


了 


人 


zdz 


求解 下 列 微 分 方程 组 ， 
dx _ 
77 . ‘dy 
(dy_, 
7 和 一 3 一 和 
dy 22 
78 . 10U » 
(dz_» 
dx 2 
dx_ 了 dx _ 
79. /Jdt.#*—> 80, | at 
[dy _% dy _ 
dt x—» at "2 
dz_ 
dx 上 
ge Xe Ky 1—y 1+2 
dx _ dy _ dz dx _ dy . 
3, 2Z—y XKX—2 SA 4 和 十 了 
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2 2NXYy—X2 
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第 二 章 变 分 法 大 意 


挛 分 法 是 一 门 研究 极 值 的 学 科 。 对 于 极 值 我 们 是 比较 熟悉 的 。 在 中 学 代数 昨 应 用 配 
方法 求 过 二 次 画 数 的 极 值 ， 在 数学 分 析 里 也 应 用 导数 求 过 一 般 画 数 的 极 值 。 在 工程 炎 践 
中 ， 除 了 求 函 数 ?= /A(%*) 的 极 值 以 处 ， 还 常常 研究 更 为 复杂 的 ， 从 性 质 来 看 更 为 深刻 
的 极 值 问 题 ， 

例如 ， 在 309 平面 上 给 定 二 点 A(@Qo,bo) 和 Bl(ai， p, ). 将 连接 A，B 二 后 的 一 
条 光滑 曲线 1 ， 围 绕 % 轴 旋转 一 周 ， 可 以 得 到 一 个 旋转 曲面 。 易 于 看 出 ， 曲 线 不 同 ， 旋 
续 曲 面 的 面积 也 不 一 样 。 现 在 要 问 ， 当 1 是 什么 曲线 时 ,. 旋转 曲面 的 面积 为 最 小 . 

又 如 ， 在 一 铝 直 平面 上 ， 给 定 不 在 同一 铝 直 线 上 的 二 点 和 4 ，,B. 质 反 沿 着 过 人 4 , 召 二 
点 的 光滑 曲线 轨道 上 下滑。 由 于 下 滑 轨 道 1 不同， 质点 由 4 下 滑 到 吾 所 需 时 间 也 驶 不 相 
同 ， 今 问 !/ 是 什么 曲线 时 ， 所 需 时 间 最 短 . 


B (a,.b,) 


: B(a,b, 》 


岁 2.1 图 2.2 


这 两 个 都 是 极 值 问题 。 在 历史 上 也 是 有 名 的 ， 前 者 嘎 做 最 小 旋转 曲面 问题 ， 后 者 针 
做 捷 线 问题 . 

在 这 两 个 问题 中 ， 可 以 看 出 ， 对 于 给 定 的 一 条 曲线 ， 都 有 一 个 旋转 曲面 面积 或 一 个 
下 滑 时 间 的 数值 与 之 对 应 .这 样 就 建立 了 一 个 新 的 夯 数 . 它 与 通常 辆 数 的 区 别 在 于， 还 
党 画 数 的 定义 域 是 数 集 ， 或 欧 拱 空 间 的 把 集 . 而 上 述 画 数 的 定义 域 则 是 一 个 玫 数 深 ， 我 
们 把 这 种 新 的 西数 叫做 泛 函 . 

水 证 本 的 极 仁 必 须 称 了 近 隐私， 令 以 最 小 旋转 曲面 和 楼 线 为 例 . 

最 小 旋转 曲面 :给 定 二 点 4(4o,bo) 和 B (41,01)， 设 连接 4 ，B 二 点 的 光滑 曲线 
1 的 表达 式 为 2》= pC%). 由 数学 分 铁 中 知音， 如 图 2.1 将 1 围绕 %* 轴 旋转 一 周 所 得 的 旗 
转 曲 面 面 积 为 


四 


SE)]=2n) ”vi+3a ax (2.1) 
40 


这 个 式 子 表明 ， 对 于 每 一 条 过 4 ，B 两 点 的 光滑 曲线 人 和， 束 有 一 个 旋 转 曲 面 面 
积 L2%)] 与 之 对 应 ， : 

捷 线 ， 如 图 2.2 议 过 4 ，B 二 扩 光 消 曲 线 和 的 方程 为 =》(%)， 重力 加 速度 为 8， 
由 于 在 曲线 上 的 点 〈%,y) 处 ， 质 点 的 速度 与 纵 坐 标 有 如 下 关系 ; 

V2 一 28》 或 = 357 

所 以 质点 清 过 曲线 的 微小 弧 段 ds =1“L+2722 dx 所 需 时 间 Qt ， 有 
/ | ds _ V1+y2 dx 
V289 VV 28 


Qt = 
于 古 质 后 由 扫 滑 到 BB 所 需 时 间 为 


C9]=] (2.2) 

对 于 每 一 条 过 4 ，B 点 的 光滑 曲线 》=2(X%)， 就 有 一 个 下 滑 时 间 EE 与 之 对 
hy. 

定义 . 设 {3Cx)} 是 给 定 的 某 类 画 数 ， 如 果 对 这 类 西数 中 的 每 个 函数 4%)， 都 有 
一 个 数值 JC《%)] 与 之 对 应 ， 则 称 J[ 兴 Xx)] 是 这 类 丁 数 》(x) 的 泛 函 ， 

在 上 述 最 小 旋转 曲面 问题 和 捷 线 问 题 中 ， 都 是 求 泛 画 极 值 的 问题 . 泛 图 (3.1) 和 
(2.2)， 它 们 的 定义 域 都 是 所 有 满足 边 值 条 件 | 

(to) = bo0, (G1)=01 

的 连续 可 微 画 数 类 {YX)}. 

在 变 分 学 中 ， 研 究 泛 丽 的 极 值 ， 如 果 它 所 定义 的 画 数 类 ， 每 个 画 数 都 过 给 定 的 两 
点 ， 这 类 问题 叫做 固定 边界 问题 . 

灾 分 学 研究 运 机 的 般 信 理 论 利 极 人 的 求法 ， 在 它 的 理论 研究 和 实际 应 用 中 ， 作为 工 
具 的 微分 方程 是 非常 重要 的 . 

灾 分 法 不 仅 解 决 了 大 量 实际 问题 ， 变 分 思想 在 计算 方法 和 其 它 一 些 学 科 中 ， 都 有 着 
重要 的 应 用 . / z 


32.1 欧 拉 方 程 


现 将 (2.1) 和 (2.2) 的 求 极 值 问题 一 般 化 。 设 已 给 函数 Fx, 9,》')， 对 于 安 量 
% ,3 的 一 阶 和 二 阶 仿 导 数 都 是 连续 的 ， 男 外 ,A(Ggo,b0) 和 BC(G1,01) 为 平面 X02》 上 
两 个 给 定 的 后， 变 分 法 中 最 简单 的 固定 边界 问题 表述 如 下 ， 
在 通过 已 给 全 后 扫 ，B 的 所 有 曲线 (图 数 ) : 
3 一 9(X) 
由 〈 商 数 3X) 与 291%) 在 区 间 [ee,et] 上 连续 ) 求 出 这 样 的 商 数 ， 使 得 证 画 一 


ss 86 ® 
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7JCOD=| F(X%,y,»')dx% (2.3 
0 


取得 极 大 或 极 小 。 
我 们 注音 ， 泛 画 (2.3) 的 定义 域 DD 中 每 一 元 素 都 是 一 条 光滑 曲线 XCX)， 旦 满足 边 
界 条 件 : 
y(CZo) 一 po，39(C1) 一 01. (2.4) 
下 面 把 满足 条 件 (2.4) 的 光滑 曲线 称 为 证 范 (2.3) 的 容许 曲线 . 
现在 讨论 极 值 曲线 的 必要 条 件 。 : | 
分 假定 泛 画 (2.3) 当 3= yo(x) (yo(x)6D) 时 达到 极 值 ， 取 任意 容许 曲线 》= 
y(X)， 如 果 令 : : 
YN,0E) = YN) + A Y CN)— Sol%) 
其 中 心 为 任意 实数 ， 则 曲线 族 》(%,4) 中 的 每 条 曲线 都 属于 容许 曲线 族 ， 
通 党 把 莽 兴 %) 一 3o《%) 称 为 画 数 9?o(C2%) 的 变 分 ， 苞 为 
09=2(%X)— yo(X) 
此 时 ， 上 式 可 与 成 
YX,0) = YX) 二 CO (2.5) 
和 如 将 (5.5) 代入 证 夯 (2.3)， 换 句 话 说 ， | 9 二》(%,2) 上 考虑 亿 图 
(2.3) 的 值 ， 则 泛 画 J[3(X,4)] 就 成 为 & 的 国 数 ， 上 和 


2 (4)= | F(X, So tady, 9 89 ) dx JCI, 0)] (2.6) 

根据 假定 ， 泛 落 J(3) 在 2》 二 ya(%) 处 取 极 值 这 指 的 是 ，》o《%) 和 它 邻近 的 所 有 
容许 曲线 相 比 较 J( 力 达到 极 值 . 特别 地 ，@(0)=7[yoCx)] 和 兴国 〈2， 3) 在 曲线 
族 2(3%x) 上 [1a| 充 分 小 ] 所 取 的 值 8 (4)=JC2(%,Q)J 相 比较 也 应 达 到 极 信 。 换 名 
话说 @ (4a) 当 a = 0 时 取 极 值 ， 这样 ， 经 过 上 述 讨论 ， 我 们 便 把 泛 栈 J(y) 的 极 值 问题 
转化 为 机 数 2 (a) 的 极 值 问题 ， 

既然 9 (a) 在 a 二 0 时 有 极 值 ， 由 数学 分 析 知 道 9'(0)=0. 这 样 ， 由 人世 (%,》,》 1 
的 连续 可 微 性 ， 可 以 在 积分 号 下 求 导数 ， 即 有 


d (2Z) 一 1， 3 = (和 yo 十 CO ， y+ady') dx 


-| ‘CF’ (X,Yo+oady, 多 十 639)53 十 (0X90 +a6y, yo tady’ oy dx. 
40 


0'(0=)), CE (CK, Yo 9 OY + FY (Kyo Jd%. 


通常 把 上 式 右 问 称 为 泛 孜 (2.3)》 在 9 二 9o(*) 处 的 变 分 ,并 记 作 67 (y=y6 0， 


"符号 39' 表示 2%) 一 oC%) 即 表 示 导 数 的 变 分 ， 显 然 有 (503) 二 03 


+s 7 


因此 ， ”2 在 : 懈 一 yu 处 取 极 值 的 必要 条 件 是 泛 图 Jj (y) 的 变 分 
07 (9)|,_» sx) 二 0， 即 


|. (Fy + Fy'6y' dx 一 0 (2.7) 


对 上 上 上面 的 积分 式 中 人 并 注意 到 
3 lrg = (G0)— Io (G0)=0 
及 / 99 ee yi) ya 
则 有 : 
| F',,6y'dx =F',0y 
4G0 


“1 fax da 
6 77 


a 


Ci 
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从 而 (2.7) 可 以 写成 
他 [ Fy(X%, Yo(%), Yo (42) — EP yy 《〈%， VolX), Yo Cx)) ]3?dx = 0. (2.8) 
40 


(2.8) 式 表明 ， 如 果 泛 丁 (2.3) 在 9 二 ol%*) 处 取 极 值 ， 必 有 (2.8) 式 成 立 。 
这 束 得 到 了 取 极 值 的 必要 条 件 ， 但 是 ,要 从 这 个 式 中 求 得 取 极 但 的 圈 数 ?=yo(X) 还 不 窜 
易 ， 它 还 要 进一步 简化 后 才能 使 用 . 

我 们 注意 (2.8) 式 中 的 659= 兴 %*) 一 9o(%)， 而 2%) 是 容许 曲线 中 的 任意 曲线 ， 
所 以 93 具有 相当 的 任意 性 。 由 于 这 种 性 质 ， 可 以 从 (2.8) 式 推出 简便 的 极 值 函 数 满 


足 的 条 件 。 为 此 先 考察 下 面 的 引 理 . 
变 分 学 基本 引 理 . 设 A(%) 在 [Co0， Z1j] 上 连续 ， 如果 对 任何 在 CC0， 01) 上 有 一 -一 


阶 连 续 导 数 ， 且 在 ge，2i 处 为 雳 的 责 数 ZX7， 恒 有 
| /7%) as = (2.9) 
则 必 有 f/f(%) 二 0 ，%e[@o,01)], : 

证 明 〈 反 证 法 ) 。 如果 f(《%*) 在 Xx。o 处 不 为 才 , 不 妨 设 (xo) 宝 0， 则 由 f(%) 的 
连续 性 ， 在 x。 的 近 旁 必 存 在 小 区 间 [X11,%22 (Co 和 XI<CXYo<%a<Ci)， 使 得 /XI) 产 
六/ (Xo0)>0， 

由 于 x(x) 的 任意 性 ， 我 们 取 

yA) {Cs sa) Y1 NLN,, 
0 9 C0 过 NLYI 及 6<YW<C1 。 
显然 74(%) 在 [Ce，CGli] 上 连续 且 7(do)=7(CI) 王 0， 因 此 ， 我 们 有 
| fxr)adr= | fC) dr> 
dn XL 


ft) dx> 0 
“1 


这 与 条 件 (2.9) 矛盾 ， 故 基本 引 理 成 证， 
定理 2.1 如 采 证 配 


TWD Fy, 9) dx | (2.3) 
Co . 


在 曲线 9 一 9okK%) 达 到 极 值 ， 则 4 一 %o(%) 必 为 微分 方程 
ad 六 ， 
有 5 一 5 一 0 | : (2.10) 


的 解 ， : 
证 明 ， 按照 基 本 引 理 ， 考 察 (2.8) 式 ， 因 式 下 一 和。 了 ' 是 连续 本 数 ,而 变 分 


39 是 任意 画 数 ， 且 满足 引 理 中 的 一 切 条 件 ， 因 此 ， 我 们 有 
F(x 90C%), FoK)) — Es FY (1 90), 9002) 一 0 


于 是 定理 得 证 . 

方程 (2.10) 是 在 1744 年 由 欧 拉 (Exler) 首先 得 到 的 ， 称 为 欧 拉 方 程 ， 由 复合 
两 数 微分 法 则 ， 欧 拉 方 程 (3.10) 也 可 以 帮 示 成 : 

FFrr Fy y'—Fy yy’=0., (2.10)， 

如 果 Fy' 兰 0 ， 则 欧 拉 方程 是 关于 9=%X) 的 二 阶 微分 方程 , 它 的 积分 曲线 称 为 
极 值 曲线 ， 由 上 面 整 个 的 论证 可 知 ,只 有 在 极 值 曲线 上 泛 丙 了 (») 斤 能 达到 极 值 .具体 地 
说 ， 为 了 求 出 使 得 泛 夯 JJ( 纺 取 极 值 的 曲线 〈 夯 数 ) ， 我 们 首先 积分 欧 拉 方程 ， 求 得 通 
收 yy(x,eiicz)， 并 用 边界 条 件 (2.4) 确定 常数 c:，ca， 只 有 用 这 种 方式 求 得 的 极 
值 曲线 才能 使 泛 酚 达到 极 值 ， | 本 

和 研究 通常 画 数 的 极 值 问题 相同 ， 想 要 肯定 泛 丁 J(3) 在 这 些 极 值 曲线 上 达 到 极 
售 ， 以 及 判定 它 究竟 是 极 大 还 是 极 小 ， 就 要 进一步 建立 一 些 判别 法 则 .这 些 都 生变 分 法 
中 研究 的 课题 。 限 于 篇 个 ， 这 些 所 谓 极 值 的 充分 条 件 就 不 介绍 了 。 但 必须 注意 ， 对 于 县 
体 的 实际 问题 ， 极 值 的 存在 性 以 及 是 极 大 或 极 小 ， 是 很 容易 肯定 的 因此， 定理 2.1 多 
价值 就 更 大 了 . 


$ 2.2 欧 拉 方程 的 积分 法 


欣 拉 方 程 (2.10) [或 (2.10) '] 是 二 阶 微分 方程 .一 般 说 来 , 它 只 在 极 个 别 情况 下 
才能 够 积 成 有 限 形 式 . 下 面 给 出 几 种 特殊 类 型 的 欧 拉 方程 ， 它们 是 可 求 积 的 ， 

1”， 丽 数 下 不 显 合 | 

此 时 泛 酚 为 
J( 人 = 人 Flx, Sd. 

.0 

因为 Fy' =0， 所 以 欧 拉 方 程 为 
F',(%,»)=0 


s 99 =. 


的 形式 ， 这 是 一 个 有 限 方程 ， 得 出 的 解 为 = 兴 *)， 它 不 合 任意 常数 .一 般 说 来 它 不 满 
足 边界 条 件 〈2.4) ， 即 所 讨论 的 变 分 问题 的 解 不 存在 .只 在 个 别 情况 下 ， 当 曲线 


Fy(%,y)=0 
人 
例 1. 求 泛 画 


Qa, | 
TCD=| 92CMX (Co) 一 Do，9(0C1) 一 01 
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的 极 值 . 
解 . 欧 拉 方程 为 
Fy 二 0 或 49=0. 
比 时 ， 只 帮 86 二 0，510， 极 什 曲 线 才 通过 边界 点 (参看 图 2.3) ， 


这 种 情况 ， 醒 数 = 0 显然 使 证 而 J( 力 = | ”92dx 取 极 小 值 ， 


这 是 因为 了 (四) 之 0 而 当 丁 数 》=0 时 ,J (=0. 
如 果 在 go，b 的 二 值 中 有 一 个 不 为 鼻 ， 则 
泛 西 的 极 小 值 不 在 连续 丽 数 上 达到 。 这 是 不 难说 
” 明 的 ， 因 为 可 以 选取 连续 画 数 列 9.C%)， 这 些 醒 
数 的 图 形 是 这 样 组 成 的 ， 第 一 段 是 由 点 (40,bo) 
“起 向 下 垂 且 傅 来 愈 陡 ， 而 至 于 横 轴 的 曲线 弧 。 第 
二 段 是 和 横 轴 上 (co, 41) 这 一 段 几乎 全 部 重合 
的 线段 ， 最 后 一 段 是 由 靠近 (cl,0) 出 发 陡 升 到 
有 23 点 (Ce 0) 的 弧 (参看 图 2.4)， 


图 2.4 : 图 2.5 


显然 ， 在 这 样 一 列 曲线 上 ， 泛 西 的 值 与 雳 之 差 可 以 小 于 任意 给 定 的 量 。 因此 泛 丽 的 
“ 值 的 下 确 界 为 适 . 但 是 这 个 下 确 界 是 不 能 在 连续 曲线 上 达到 的 ,因为 不 管 对 于 怎样 的 连续 


曲线 ?一 多， 只 要 它 不 恒 等 于 等， 必 有 |。 ?dx> 0， 这 个 泛 丁 的 值 的 下 确 界 是 在 


中 (参看 图 2.5) ，》(@0) = 二 00， 从 和 一 0 Xe(@0,01)， (G1) 二 0 上 达到 的 . 
， 图 数 普 不 显 合 了 
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此 时 ， 泛 图 为 
/ TCD=| F(x,y’') dx. 


因为 ,=0， 所 以 它 的 欧 拉 方 程 为 
ad 『 ， 1 -一 
zt 有 (X,Y ) 0 ， 
于 是 有 | 
jy' (X,Y')=C1. 
它 是 一 个 不 显 含 的 一 阶 方程 . 1 8， 这 个 一 阶 方程 的 积分 或 者 直接 解 出 了 后 积 
分 ， 或 者 引入 适当 的 参数 ， 用 参数 形式 解 出 . 


例 2， 泛 图 
J(y)= | VHD dr. 
因为 它 的 欧 拉 方 程 为 
qd (2 ) 0, 
dx\ XV 1+»'? 
于 是 有 z 
-5 
XV 工 十 多 
如 未 令 9 二 妮 t， 则 有 | 
9” lgint=csint. | 


Tay It? C1 
又 因 dy 二 》'dx%x， 所 以 
dy=tgt » Cc1¢08* Jt csint dt 
积分 之 ， 则 得 = 一 C1C08t 二 C2， 于 是 
X=C1Snt, »— ca= C1e0st, 
消去 参数 ， 则 得 ， / | 
YX2 十 (4 一 3 
和 了 (的 人 是 一遍 在 从 村 条 上 的 
， 夯 数 羽 不 显 合 ' 
此 汪汪 本 


J(y) = (yy") dx 
因 FF',= 二 0， 所 以 欧 拉 方 程 是 如 下 形式 因 
EF’ —Pyy 7 yi jr y? 10. 
此 时 ， 如 果 方程 各 项 都 乘 以 9， 则 林 难 验证 ， 方程 化 为 恰当 导数 方程 
ZA 


2 (FP—y" Py )=Fyy’ 十 下 9 多 一 本 9 yor YF 2 yy 


= (Fy—Fyyw y'—PFy' yy)= 0. 
于 征 欧 拉 方程 可 降 为 一 阶 方程 ， 成 为 
F—y'Fy =cl. 
它 征 一 个 不 显 含 4 的 一 阶 微分 方程 。 进 一 步 求 这 个 方程 的 积分 时 ， 或 者 直接 解 出 2 然 
后 积分 求 得 ， 或 者 引入 参数 ， 化 成 参数 形式 积分 ， 
例 5， 最 小 旋转 曲面 的 欧 皂 方程 就 属于 这 一 类 。 即 证 画 


SCy(x)I=|" oa9V/ TFI dx (2.1) 
“0 
的 欧 拉 方程 降 阶 后 如 下 
19 YYy'2 
1+»’2 = 一 一 C1， 
2 1+32 


化 售后 ， 则 得 
ITI 1 


dx = = dt ， 


sht 
从 而 Y=C1t +c,. 
于 是 所 求 的 极 值 曲 线 的 参数 方程 为 

上 多 -ct 十 Co 

( y=c ,sht. 
消去 参数 二 ， 得 : 

9 一 clch 二 一 人 2 . | 

; : z 

这 古 一 族 巷 链 线 ， 将 它 旋 转 一 周 就 得 表面 积 最 小 的 曲面 一 一 悬 链 面 。cl1，c> .将 由 代 人 


边界 条 件 后 确 害 ， 

例 4. 捷 线 问题 | 四 

时 在 1696 年 ， 约 验 ， 贝 努 利 (J .Bernoulli ) 就 研究 捷 线 问题 ， 它 对 变 分 法 的 
发 展 有 着 巨大 的 影响 。 这 个 问题 的 泛 画 为 : 


a a 
ty(%)]= | “ds . 


捷 线 就 是 使 泛 而 [9Y(%)] 取 极 小 值 的 曲线 9 二 兴 x)， 这 里 = 欠 %) 满 足 边界 条 件 ， 
(0}=0, S$(G1)=b1. 
由 于 这 个 证 夯 红 交 %)] 不 显 合 ， 所 以 欧 拉 方 程 降 阶 后 成 为 
1 1 二 972 和 及 一 C 
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化 简 后 ， 则 有 


— 一 C 1 十 多 2) 一 C1， 
pr 或 (1+2'?)=C1 


人 »'=ctgt, 则 有 

Cl 。 C1 

= 下 
因为 4y=9' Qt， 所 以 


Jx 2 dCsinic tecost dt t _,o, sin2# dt = 


yy ctgt 
=C1(1— ¢0s 27 ) at , 
因此 ， 欧 拉 方 程 的 积分 曲线 族 的 参数 方程 征 


光一 C， = (2t— sin2t), 二 一 一 本 ( ] 一 cos 2t). 


引入 新 的 变量 6 一 2t， 人 曲线 通过 原点 ， 所 以 ca= 0. 

六 样 所 求 的 极 值 曲线 的 参数 方程 又 可 进一步 写成 
YX 一 全 (0 一 sinb)， 
3 下 (1 一 cosb)， 


上 面 的 方程 组 表示 一 族 旋 轮 线 (也 称 为 摆 线 ) ， 即 电 以 2 为 半径 的 圆 沿 色 轴 旋 转 时 ， 


圆周 上 一 点 所 措 出 的 曲线 。 常 数 cl 可 由 旋 轮 线 通过 点 B (41，91) 这 个 条 件 来 确定 、- 
于 是 ， 择 线 是 捷 线 、 
4”， 图 数 玉 只 含有 
此 时 泛 图 为 
7(9)=| F(y')dx. 
0 z 


因为 =Fry =Fyy' = 0， 于 是 它 的 欧 拉 方 程 蝇 化 为 
IF =0. 
于 是 有 
Fyw=0 或 及 =0. 

如 果 2? 二 0, 则 =C1% 十 C2 是 合 有 了 丙 个 任意 常数 的 直线 斤 ， 如 果 方 程 Fy 二 0 
有 一 个 或 几 个 根 9》' 二 1， 又 得 到 合 一 个 任意 常数 的 直线 族 。 显然， 这 一 直线 族 已 包 合 
在 上 面 的 含有 两 个 任意 常数 的 直线 族 %=cixy+ca 之 中 .于 是 ， 在 =F() 的 展 
况 下 ， 江 画 JJ( 力 的 极 值 曲线 只 可 能 是 直线 族 9=C1% 十 C2。 

例 5. 最 短 曲 线 的 弧 长 问题 

求 连 接 4 (4o,60)，B(a1,b1) 的 曲线 1 41 长城 和 的 曲线 。 

解 、 由 曲线 弧 长 的 公式 ， 有 


各 今 马 中 


Qs 
7(»)=| 1A1 十 2 dx. 
40 


根据 我 们 上 面 的 分 忻 ， 极 值 曲线 族 为 
多 二 C1 十 C2， 
其 中 C1，C2 可 由 边界 条 件 决定 ， 
这 个 结论 和 几何 中 的 结论 十 一 致 的 . 
到 目前 为 止 ， 我们 还 只 讨论 平面 曲线 的 泛 图 问题 ， 但 在 许多 实际 问题 里 ， 还 需 讨 论 
空间 朋 线 的 证 两极 值 ， 或 者 研究 更 一 般 形式 的 证 西 


ds ? f ? 
T9193.) =| FS Yi V2 Via Diyas 9) AN. (2.11) 
do 


其 中 所 有 了 两 数 32(%) 满 足 边界 条 件 ，; 
Si(G0)=boi, YG1) 一 Di (t=1,2," ,7). 

六 了 导出 这 个 泛 画 取 极 值 的 必要 条 件 , 我 们 把 已 有 的 曲线 = 光 %*) 的 变 分 概念 ， 
直接 应 用 到 这 个 问题 上 去 ， / 

比如 ， 证 本 (2.11) 在 曲线 

y=9i(X) (一 1 2 了 2) 

达到 极 小 值 ， 这 时 ;, 当 曲线 ?= CX) (i =1,2,…,%) 获得 变 分 时 , 泛 沙 本 增 大 。 央 此， 
当 只 让 =%K(CX 获 得 变 分 ， 而 其 它 画 数 y= 9i(X) (i 记 衣 ) 保持 不 变 时 ， 泛 男 v 也 要 
增 大 . 

这 样 一 来 ， 当 一 切 9》i(Xx) (i 夺 ) 周 定时 ， 可 将 了 看 成 只 是 2(%) 的 泛 醒 ， 因 而 根 
据 最 简单 变 分 问题 的 必要 条 件 ， 即 根据 定理 2.1， 使 证 醋 达到 极 值 的 极 值 曲 线 应 当 羔 
尽 欧 打 方 程 : / 


Fy, oF, 一 0 ， 


dx 
一 个 二 阶 微分 方程 组 
Fy,,— i Fv,=0, (k=1,2,.…,%). 
一 般 说 来 ， 这 一 方程 组 在 %*，》1，2，…, 空间 中 ， 确 定 一 族 含有 24 个 任意 党 
数 的 积分 曲线 族 。 它 就 是 这 个 变 分 问题 的 极 值 曲线 ， 
关于 这 类 问题 的 计算 和 一 个 范 数 的 情况 相 问 ， 由 于 计算 这 类 问题 要 解 高 阶 方 程 ， 有 
些 内 容 我 们 还 未 讲 到 ， 所 以 只 介绍 到 这 里 。 


习 是 2 .1 


1， 求证 机 J( 儿 ) = | IC 了 


2， 求 泛 囊 TCD=|. /VCOT973) dx 的 极 值 曲 线 . 
“9 
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3。 求 记 杷 7(9)=) y'(1+%29') dx 的 极 值 曲线 . 
9g 

4， 求 泛 丽 7(9) = [9023971692)dY 的 极 信 曲 线 . 
X00 


5. 求 泛 本 7()-] dx 的 极 值 曲线 ， 


6。 求 泛 画 J( 力 =| (9'+2'“) dx 的 极 值 曲线 


$2.3 等 周 问 通 


在 许多 实际 应 用 问题 中 ， 求 证 男 
TCD=| F(X,y,»’')dxX (2.3) 
dg 


的 变 分 时 ， 除 了 要 求 容 许 曲线 类 为 通过 二 点 的 光滑 曲线 之 外 ， 还 要 求 曲 线 满足 态 外 一 些 
约束 条 件 . 也 就 是 求证 酚 (2.3) 的 条 件 极 值 . 条 件 极 值 中 的 约束 条 件 有 几 种 形式， 等 
周 问题 是 其 中 的 一 种 约束 形式 . 

远 至 古代 希腊 人 就 曾 考虑 过 这 样 的 问题 : 用 一 个 有 指定 长 度 的 曲线 ， 连 结 两 个 定 
点 4，B ， 使 它 和 这 两 个 点 间 的 直线 所 围 成 的 面积 有 极 大 (参看 图 2.6) . 
WW 显然 ， 这 个 等 周 问题 就 是 求 泛 图 


1 
7(») -| ydx 
G0 


在 条 件 
4(Co) 一 0， VC1) 三 0 
及 
cl _ 
x | ry dx= ! 
G。0 
人 之 下 的 极 值 ,其 中 1 为 大 于 &i 一 Ze 的 一 个 常数 
a 2.6 变 分 法 中 的 条 件 极 值 的 提 法 ，- 与 数学 分 术 中 


的 条 件 极 值 问题 完全 类 似 ， 其 解法 也 可 以 仿照 数学 分 析 中 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) 未 
定 乘 数 法 来 解决 . 本 节 只 对 等 周 问题 作 一 个 简单 介绍 . 
等 周 问题 的 一 般 提 法 如 下 : 


在 条 件 
|. Gy 9 dX=1, Ya0)=ba, YG1) =D1 (2.12) 
之 下 ， 求 一 光滑 曲线 9》= (%)， 使 泛 画 : 
TC)=|, Flr 9 ) dx (2.3) 
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取得 极 值 . 其 中 素 ，G 对 于 变 元 %4 ,yy ,3 都 有 二 阶 连 续 含 姓 数 ， 
对 于 上 述 变 分 问题 ， 我 们 要 推出 一 个 具有 欧 拉 方 程 形状 的 必要 答 件 . 
设 光 滑 曲 线 y= JC%) 使 证 画 (2.3) 在 满足 条 件 (2.12) 之 下 取 极 全 . 芷 区 加 
[ao ,G13 上任 取 两 个 有 二 阶 连续 导数 的 醒 数 7%)，5(%)， 且 有 
7(00)=901)=0, L(G0) = (C1)= 0. 
取 任 意 常数 a，8B ， 下 面 我 们 对 酚 数 类 
一 9o(CXD) 十 CIKXD) TPE XY) (2.13) 
研究 当 它 满足 约束 条 件 (2.12) 时 所 具有 的 性 质 . 然后 ， 把 这 个 具有 一 定性 质 的 画 数 
类 ， 作 为 泛 画 (2.3) 的 容许 画 数 类 . 这 样 一 来 ， 就 把 求 江 画 (2.3) 的 条 件 极 值 问题 ， 
化 成 求 无 条 件 极 值 的 问题 了 .下 面 我 们 将 按照 这 样 的 思想 路线， 推出 34%) 使 记 本 
(2.3) 取 条 件 极 值 的 必要 条 件 . 
为 此 先 考 察 


Q (a,8) =) Gls, yo +art+Be, Yo +ar’ +he' dx—l. ~ (2.14) 
<0 


我 们 将 证 明 ， 方 程 
Qu)=0 (2.15) 

对 于 适当 选择 的 EC(*)， 在 点 (0,0) 附近 存在 隐 图 数 8 二 ?(%) ， 这 就 是 丽 数 类 (2.13) 
满足 条 件 (2.12) 时 ， 所 具有 的 性 质 ， 

下 面 检查 (2.15) 是 否 满足 隐 函 数 存在 的 条 件 ， 为 此 需要 证 明 ， 

1) £2(0,0)=0; 

2) 28(a,B) 是 变量 a ，p 的 连续 沙 数 ; 

3) ”存在 使 得 8%(0,0) 六 0 的 &(X)， 

首先 ， 因 为 yo(%) 满 足 条 件 (2.12) ， 印 


| GS, yoCX), KY dx 一 20. 


因此 满足 条 件 1 ) ， 

又 因 G(X,y,%') 对 于 变量 %4，J ，》 连续 可 微 ， 所 以 (2. 14) 对 于 a，B 是 连 
续 画 数 。 因 此 满足 条 件 2 ) . 

下 面 考察 (2.14) 是 否 满足 条 件 3 ) . 

因 2 (&,8) 对 于 8 存在 连续 偏 导 数 ， 可 以 在 积分 号 下 求 导数 ， 即 有 


2a2 - |. [EG TeIG Idx. (2.16) 


对 上 式 的 积分 号 下 第 二 项 施行 j 分 部 积分 ， 因 -az ) =C (G1) =0, 于 是 有 
9-| [Gy(X, Yo t+Be, Yo +ay’'+he') 
2p dao : .| 


-Gy (%, otanthe, yo te! +hE') eds . (2.17) 


当 & =0， p= 二 0 时 
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FREE 


gs(0,0) =) " CG (x oC%), (2 ) 
.Un 
0 Gy (x, Yo), VoCX)) CX dx 


如 果 Gy (xya(2)， 的 (0) 一 全 Gyr (%，90(%),o(%)) 不 恒 为 零 ( 下 面 总 假定 


一 条 件 成 立 ) ， 根 据 § 2.2 中 证 明基 在 引 理 内 思想 ， 总 可 以 选取 一 个 画 数 人 %)， 使 得 
ge(0,0) 兰 0， 
于 是 条 件 3 ) 也 成 立 ， 
上 述 讨 论说 明 ， 如 末 图 数 类 
9 一 9o(X7 + or) 十 有 ECXD) 
满足 约束 条 件 〈2.12) 时 ， 可 以 选 定 5(X%) 使 8s(0,0) 六 0。 从 而 使 方程 8(2,B)= 0 在 
点 〈0,0) 附近 存在 隐 和 图 数 
B=9(a), 有 9(0)= 0. 
现在 按 上 述 朗 求 选 定 CC(%)， 并且 任意 选取 7C%)， 得 到 图 数 类 
4 一 9o(XY) 十 CICX) 十 9p(CZ)CCX)， (2.17)! 
下 面 我 们 就 把 这 个 函数 类 作为 泛 画 (2.3) 的 容许 画 数 类 ， 在 其 上 求 泛 画 的 极 值 . 
如 此 ， 就 把 原来 的 条 件 极 值 问题 ， 化 成 无 条 件 的 极 值 问 题 了 。 即 对 于 曲线 族 (2.17) ， 


YoO=| F(X,Yo+ayni9 a Ee, Ta tO)E')d% 
的 极 值 问 题 . 


既然 证 画 (2.3) 在 3=9o(%) 处 取 极 值 , 故 %c) 在 a= 0 处 取 极 伪 ， 所 以 有 
(0) 二 0， 而 


2 
p'(® =| [C94P (OER + TOP (oC) Fy Idx 
Un ， 
人 {ai 
= Fy ty Fy as +9' (a) | (CFs te Py ) ds 


其 中 下 y 及 站 ww 均 在 %， JaC20 二 CC] 二 四 CA， CX) 十 079'《%) 十 pCa)&'(%) 处 取 值 . 
今 &a 二 0， 有 


VOD) = 人 ”CCP Cg 90s95) + APY (396 530)]44 + 
40 
re (ECXIFS, (X,Yo,90) 上 TEXT (V0,V0) d=0.. (2.18) 
do 
另外 ， 由 隐 南 数 的 可 币 性 定理 知 / 
0' (&,8) 


4 (&) = 一 8 (a,8B) 
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(Gy +7' GY )adax 
g' (0) = 一 Ta 
| (CGy te Gy )d% 
ug 
代入 (2.18) ， 得 


|, &6% +7'G, pr 
< “0 了 7 / 
CBA》 d%— | (C 天 十 ECYX 一 0， 
|. (I) | (CGy te'Gy dx :20 - 

“9 (2.19) 


因 &(%) 为 到 定 的 责 数 ， 故 
人 (5Gy+Te CD)CY 及 | 二 (CF, +E' Fy )dx 
40 40 
均 为 和 常数， 县 前 漠 不 为 需 . 
今 仿 
,GPs cP ) ds 
40 


TA 
| l (EGy 十 Cr ) adx 
。、" “0 


是 (2,19) 可 化 为 : 
| (wF', +y' Fy CUX 十 1 | (7G +7'G% ) dx =0, 
40 20 
|] / 
| CyCFs 44G%) +9' (F', +2G% )Id% =0. 
将 上 式 积分 号 下 第 二 项 施行 分 部 积分 ， 得 
| CF +2G%) — (FY 4 2G ) I(x)dX =0. 
an % | 
在 这 里 的 多 *) 是 [40 ,081】 上 的 任意 二 阶 连续 可 微 丙 数 , 且 有 7?(60) 二 7(41) 二 0， 因 此 根 
据 $2.1 中 基本 引 理 ， 知 光滑 曲线 3 一 9o(0% 必 满足 欧 拉 方程 
Te | a 7 ) ry) 
(Fy +AaGy) Fz (Fs +2G'y' ) =0. 
把 以 上 讨论 的 结果 写成 如 下 国定 理 . z 
定理 2.2 ”如 果 放 画 J 了 ( 力 在 $=9o(%) 处 取 极 值 , 且 Gy 一 和 Gy 不 恒 为 规则 
在 在 1 ,使 9 二》olX) 满 足 欧 拉 方 程 
(FY, +AGW) — Lo (PY 二 MGCy ) = 二 0. (2,17) 
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换 句 话说 ， 求 泛 画 (2.3) 在 条 件 (2.12) 下 的 极 值 曲线 ， 相 当 于 把 证 丽 〈2.3) 中 
的 画 数 玉 换 成 下 +4G ， 即 求 此 泛 丽 的 无 条 件 极 值 曲线 ， 其 中 4 为 一 未 定常 数 . 
例 7. 现在 回头 解决 本 节 开 始 提 出 的 问题 ， 
这 个 问题 相当 于 求 泛 图 
F+AiG=9+a ry | z 


的 极 值 . 
现在 考虑 ， 如 果 
nd 9 
Co 一 ax cy iy 9 
由 | 9'C%) 必 为 一 常数 ， 即 9C%) 为 一 直线 ， 且 要 通过 两 定点 提 ，B ， 亚 然 2》(%) 不 是 我 们 
所 考虑 的 变 分 问题 的 容许 曲线 . 因此 我 们 要 求 的 极 值 曲线 ， 必 不 能 使 上 式 恒 为 看 ， 所 以 
满足 定理 2.2 的 条 件 . 


现在 可 知 欧 拉 方程 为 
a 
dx 3 1+y'? 
积分 之 ， 则 有 
9 = 二 一 C1 
V 1+y’? 


”为 了 积分 所 得 方程 ， 引 入 参数 二 ， 令 9' 二 霹 £， 则 
X% 一 C1 一 49DmY ; 
因为 dy 二 》 4d%， 所 以 
dy=tgt .aAcost dt 一 04siny dt ， 
积分 之 ， 则 有 
4 一 一 4cosy 十 C>， 
和 于是， 积分 后 得 极 值 曲 线 的 参数 表达 式 
%—C1=isint, »—c,=Acost., 
消去 + ， 得 
(% 一 C1)2 十 (% 一 C2)2 一 和， 
所 以 这 个 等 周 问题 的 极 值 曲线 是 一 个 连接 4， 妃 二 点 且 长 度 为 了 的 图 弧 ， 其 中 常 
数 c1，c2 及 4 由 边界 条 件 以 及 等 周 条 件 来 确定 . 


村 题 2.2 


| .22ax=2: y(0)=0, »(1)=0 
之 下 ， 求 等 周 问题 : 


7 =| (9 +%2)d% 


. 9 学 


的 极 值 曲线 . 


2. 号 出 泛 图 
TC9) = Ch) y+aCx) ds 
满足 条 件 


人 ”ax = y(a) =0, yb)=0 
和 


的 极 值 曲线 所 满足 的 欧 拉 方程 . 
3. 求 长 为 了 两 端 连结 于 二 点 4 ，B 的 绝对 柔软 而 不 伸 长 的 匀 质 帮 有 的 形状 ， 


提示 。 在 答 周 条 件 下 ， 这 曲线 的 重心 应 该 最 低 ， 内 而 关于 0% 轴 有 齐 小 静 力 总. 
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一 一 


第 三 章 基 本 定 奸 


在 81.7 中 我 们 已 经 简略 地 叙述 了 一 阶 微分 方程 


dy : / 
qf/(%,9) (3.1) 
的 初 值 问题 
dy _ 
{3%=/(Y, ») (3.2) 
(No0)= 0 


的 解 的 存在 与 唯一 性 定理 ， 而 且 还 指出 了 讨论 初 值 问题 解 的 存在 性 与 唯一 性 ， 无 论 对 于 
研究 解 的 近似 解法 或 者 对 于 发 展 常 微分 方程 理论 ， 都 有 极为 根本 的 意义 ， 尤其 是 万 少 ， 
可 以 说 ， 解 的 存在 性 与 唯一 性 是 近代 常 微分 方程 定性 理论 、 稳 定性 理论 以 及 其 它 理论 的 
基础 。 因此 ， 我 们 这 一 章 将 在 $1.7 的 基础 上 再 对 ? 蕊 进行 一 些 较 深入 的 讨论 ， 间 时 还 将 
涉及 某 些 对 于 常 微 分 方程 理论 研究 较 重 要 的 问题 . 


33.1 解 的 存在 性 写 咕 一 性 定 : 理 


.存在 性 和 唯一 _ 性 定理 的 作 
忆 埋 3 如 果 方 程 (3.1) 的 右 端 图 数 /4% ,3) 在 起 形 
R: Xo— ONAN+o, 加 一 入 ?入 加 + 

上 满足 如 下 条 件 : 

1) ”在 RR 上 连续 ; 由 于 第 形 尽 是 闲 的 ， 所 以 在 RR 上 有 |f(%， y)|<M; 

2) 在 第 形 尺 上 关于 变数 9 满足 李 普 希 兹 ‘(Lipschitz) 条 件 ， 即 存在 常数 N， 
使 对 于 区 域 丸 上 任何 一 对 点 (% ,9) 和 (和 ,9) (i 吉 注 意 两 点 的 模 坐 标 相 同 ) ， 均 有 不 等 式 : 

(fx,9)— X,Y) EN| SI —yl, 

则 初 值 问题 (3. 2 在 区 站 %o 一 ho 之 % 达 N60 一 ho 上 存在 唯一 解 9=9%X)，9(%0) 二 上 ， 这 里 


ho= min (0@, 让 ) . 


下 面 先 对 定理 的 条 件 与 结论 作 些 说 明 : 
(1) 在 实际 应 用 时 ， 李 普 希 兹 条 件 的 检验 是 比较 费事 的 ， 但 它 能 够 用 一 个 较 严格 
的 ， 但 却 易 于 验证 的 条 件 来 代替 ， 即 如 果 西 数 /4 ,?) 在 第 形 R 上 关于 3 的 仿 导 数 
记 (% ,9y) 存 在 并 有 界 ，| (9 和 N， 则 李 普 希 兹 条 件 成 立 ， 事实 上 ， 由 所 和 锐 期 晶 
中 值 定理 有 四 
[fxs yf RD) = F619 y| ENIy— yl, 
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其 中 和 为 了 和 中 间 的 一 个 值 ， 从 而 (% ， )ER .如果 f 5(%*,y) 在 RR 上 连续 , 它 在 R 上 
当然 也 就 满足 李 普 希 兹 条 件 . | 

(2) 我 们 再 对 数 ho 做 些 解释 . 从 几何 上 可 以 直观 看 出 ， 我 们 不 能 要 求 切 值 问题 
(3.2) 在 整个 区 间 ‰ 一 和 委 %< 委 MG 上 有 解 存 在 ， 因 为 积分 曲线 9 二 YX%) 在 茶点 
人 二 1 (Mo<MXi<og 二 CC) 处 或 三 知 ( 知 一 和 < 必 各 Co‰) 处 ， 可 以 从 玫 形 尺 的 上边 
界 =》+B 或 下 边界 和 = 加 一 训 跑 到 尺 的 外 部 〈( 见 图 3.1) ， 这 时 ， 对 于 值 4 之 知 ， 
(或 * 过 为 ) 画 数 CX) 便 可 能 没有 定义 ， | 

但 是 ， 若 从 点 〈%o ,yo) 引 两 条 斜率 分 别 等 于 和 一 至 的 直线 ， 它 们 和 和 扬 形 尺 的 上 、 


下 边界 的 交点 的 横 坐 标 是 ‰ 士 -之 -〈 见 图 3.2) .此 时 ， 通 过 点 (%o ,为 ) 的 积分 昌 线 9C27， 


如 果 它 要 跑 出 矩形 R ， 不 可 能 穿越 两 
直线 一 为 二 土 朋 (% 一 %) 因为 积 


图 3,1 四 图 3,2 
分 射线 的 切线 儿 率 在 一 M 与 + M 之 间 ,而 只 在 区 间 [%‰ 一 入 ,和 6+ 入 J] 之 外 才 有 可 能 .这 
里 有 可 能 力 > & ， 图 3.2 所 夯 的 是 才 二 4 的 情形 . 这样， 为 了 保险 起 见 ， 我 们 就 只 要 
求 初 值 问题 (3.2) 的 解 在 区 间 知 一 有 二 之 % +ho 上 存在 ， 其 中 ho 二 min(@， 1). 


2 .证明 可 分 为 三 大 有 段 
( 1) 首先 我 们 指出 ， 初 值 问题 (3,2 ) 等 价 于 积分 方程 


?=y+|. f (£, dE. (3.3) 
事实 上 ， 如 果 少 二 y(%) 是 初 值 问题 (3.2) 的 解 ， 即 有 恒等式 ， 
9'(%)=f(%,F(%)) ， (3.4) 
量 还 满足 9(%0) = 加， 那么 从 ‰ 到 “积分 (3,4)， 就 得 到 下 面 恒 等 式 
P(x)=90 + | f (8,9(6)) de, (3.5) 
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于 CT Ht 


即 少 二 9C%) 是 积分 方程 (3.3) 的 解 ， 反之 ,如 果 连 续 画 数 了 =9CxX) 是 积分 方程 (3.3) 的 解 ， 
即 有 恒等式 (3.5)， 而 且 9(%0) 二 Yo; 又 由 于 f(% 92X)) 是 连续 的 ,所 以 从 恒等式 (3.5) 
容易 知道 9(X) 有 连续 的 导数 ,而 且 微 分 (3.5) 就 得 恒等式 (3.4)， 这 表示 9(X) 是 彻 全 
问题 (3.2) 的 解 . 

因此 ， 焉 面 我 们 只 要 证 明 ， 积 分 方程 (3.3) 的 连续 解 在 |* 一 %‰| 志 ho。 上 存在 而 且 
瞧 一 就 行 了 ， 

(2) 用 毕 卡 (Picard) 逐次 到 近 法 证 明 积 分 方程 (3.3〉 解 的 存在 性 . 先 大 致 括 逊 
其 步骤 如 下 : 

@ 构造 滩 次 近似 厅 列 

任 取 一 个 满足 初始 条 件 多 (%o) 一 炙 的 画 数 》=9o(X%)， 且 此 画 数 的 图 象 当 和 一 ho 二 
< 一 “二 和 十 玉 肝 不 超出 矩形 尺 ， 比 如 ， 取 8002) 二 各， 将 它 代 人 方程 (3.3) 的 右 师 ， 
所 得 到 的 画 数 用 YX 7) 表示 ， 并 称 为 一 次 近似 ， 避 


pi 一 加 十 | f (8,Y0) dE. 
XD0 


再 将 91C%) 代 入 方程 (3.3) 的 右 端 ， 即 可 得 二 次 近似 
#2)=9+ | f (E91( £)) ds. 
循 此 手续 可 以 得 到 mn 次 近似 ， 
px) = +) FE §)) ds (3.6) 


由 归纳 法 可 以 证 明 ， 用 这 种 办 法 可 以 得 到 在 区 间 知 一 ia 和 和 委 ‰o +Tzo 上 定义 的 近 
全 序列 《9,(%)}. 
多 ”证 明 极限 jn9.(%) 二 9(%) 存 在. 
GS) 证 明 在 恒等式 (3.6) 中 ， 能 在 积分 号 下 取 极 限 . 这 时 ， 仿 区 人 29， 将 有 
?4 二 入 + f 8,9(8)) de. 


这 洋 明 YCX) 是 积分 方程 (3.3) 的 连续 解 ， 也 就 是 说 ，9(*) 是 初 值 问 题 (3.2) 的 解 . 

(4) 利用 具 尔 曼 (Bellman) 不 等 式 证 明 (3.3) 解 的 唯一 性 . 

3"。 在 在 性 的 证 雪 

如 上 所 述 ， 解 的 存在 性 的 证 明 可 以 分 为 如 下 三 个 步 又 进行 : 

(1) 证 明 当 No 一 ho 过 % 之 Xo 二 ho 时 ， 汲 次 近似 手续 可 以 进行 ， 换 句 话 说， 在 区 间 
-%o 一 ho，%o 二 ho] 上， 的 确 可 以 构造 出 近似 序列 {9nC%)} 来 . 

为 了 保证 逐次 逼近 手续 可 以 一 直 进 行 下 去 ， 只 要 证 明 各 次 近似 解 都 不 会 超出 区 国 
-yo 一 5b，Yo + 53， 即 都 不 越 出 第 形 尺 之 外 .因为 ,假若 其 中 某 个 跑 出 了 这 个 息 形 ， 由 于 
了 f(x,y) 在 RR 之 外 不 能 保证 定理 条 件 成 立 ， 就 不 能 用 它 来 代替 方程 (3.3) 中 的 了 ,从 
而 逐次 逼近 的 手续 就 中 断 了 ， 

下 耐用 数学 归纳 法 来 证 明 . 已 知 go(%) 皇 加 的 图 象 不 越 出 矩形 尺 ， 假 定 夯 数 Pr-i(%7 
的 图 形 不 越 出 矩形 R ， 往 证 丽 数 Yn(%) 的 图 象 也 不 越 出 矩形 RR . 换 句 话 说 ， 当 % 一 ho 志 
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No +ho | 时， 有 有 
[Ip(X%)—Yo|<b. 
由 (3.6) 有 


PC%) 一 二 | f (8,9, 1(E)) de 


从 而 得 到 
pC%)— yo < 1762 1(8)) de 


由 村 已 假设 当 |%* 一 x*1 | 和 之 ho 时 ， 94-1(%) 一 和 o| 迄 5， 所 以 根据 定理 的 条 件 1) 以 及 
: ho 9 束 有 


pu)— yl MI | dé <M| #4 Yl<Mho<b. 


这 样 ， 我 们 在 区 间 [%‰ 一 ho， 二] 上 ， 瓯 可 以 按 汲 次 逼近 手续 得 到 一 个 连续 画 数 

区 《近似 序列 ) : 
PICKX), PF), 2 (YX)，， 
(2) 证 明 近 似 序列 {pC《%)} 在 区 间 N0 一 ho 之 < 二 Xo 4h 上 一 玖 收敛 . 
证 明 : 为 此 ， 考 虑 函数 项 级 数 
2 和 十 PC 一 2o(X7 让 十 十 [PCXD 一 PCX7 十 ，…. (3.7) 
它 的 音 Wp 
SnCX)=P0 CX) tLPL CK) —poCK) Ft CPXK)— ,1(%)]= pn(%). 

站 此 ， 如 不 级 数 收 做 ， 则 表明 tmygx(X%) 存 在 . 为 了 证 明 级 数 收 仇 ， 现 估计 级 数 各 项 的 绝 


对 值 
首先 有 pi 一 9o( 芒 =| 7 ,20(5) )CE， 


或 写成 Vi 一 为 = | f (8,)de, 
所 以 (一 poCD1<， 1 79 MI x 一 各 | 
出 一 次 近似 和 二 次 近似 的 定义 ， 并 注意 到 定理 满足 李 普 希 兹 条 件 ， 就 得 到 ， 


(一 Pi =|| ,C7 Ge,91 (8))—/ 89008))gd| 
<|}, 17 C8,9168)) —/ (€,90(8)) lade 
<x| 作 oem a 
<uN|] 8— Xo ds | =M. Nl. 
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类 化 ji 可 得 


PRCT RC EA MAR A ARAILS 
<N|]. 928) —y1 (8) 1de | 


cm tae 
“0 


— MN 2 | 和 一 各 | 
31 


下 面 用 归纳 法 证 明 不 等 式 ， 
(9 CA) MN 上 一 和 一 (3.8) 


对 任 一 自然 数 % 都 成 立 ， 上 面 已 证 明 当 % = 1 ,2 ,3 时 ， 不 等 式 是 成 立 的 . 现 假设 对 某 
一 自然 数 7% 不 等 式 (3.8) 成 立 ， 我 们 来 证 明 不 等 式 对 于 7 十 1 也 成 立 . 事实 工 


Pi 一 or | Cf (pa)) —f (é,9n1(5)) dé. 
由 此 ， 
[CARCI TRO ES 全 179o() 一 Go 1C6)D)1 4 


<N|| le(8)—9n1 (0) lds |. 


根据 归纳 假设 ， 利 用 不 等 式 (3.8) ， 就 有 


、 XxX | n — Xo| "+1 
0 玫 ， 


注音 到 1Y% 一 %| 入 jpo， 易 于 看 出 级 数 (3.7) 第 项 开始 ， 每 一 项 的 绝对 值 都 小 
于 正 项 级 数 


,1h 


Mho + MN 十 … 有 nt 


的 对 应 项 ， 而 上 面 这 个 正 项 级 数 显然 是 收 伊 的， 所 以 ,由 优 级 数 判别 法 ,级 数 (3.7) 就 在 
区 间 [%0 一 ho,%o 十 hoJ 上 不 但 收敛 ， 而 且 是 一 致 收 仇 . 设 其 和 两 数 为 8(%Y)， 从 而 近似 序 
1{ pn) } 在 区 间 [%0 一 有 he,%0 +ho] 上 一 下 收 合 于 9C%)， 由 于 9m《X) 在 区 间 ] [%0—ho, Xo 
+hoJ 上 是 连续 的 ， 因 而 97%) 也 是 连续 的 . 

(3) 证 明 Y(%) 二 timgn(%) 是 积分 方程 (3.3) 的 解 ， 从 而 也 是 彻 全 加 (3.2) 的 


解 . 
证 明 :， 更 对 恒等式 (3.6) 取 极限 .为 此 ， 我 们 先 利用 李 普 希 兹 条 件 ， 作 下 面 的 估 值 : 


en] 7 (6,9(6))d6| < 


* [105 。 


<| | 17Gwn())- f (8,968))) ds |< 

“og ， 

<N| | [pg (E) 9(E) dE ZNhomas PC — Px) 
Xo x 0 一 丰 0fo ' 


由 于 序列 {9y《%)} 在 区 间 [%0 一 ho,%o 填 ho] 上 一 致 收 和 做 ， 因 此 ， 对 任 给 s>0 ， 在 在 
自然 数 及 6。， 当 N% 之 No 有 时， 对 区 间 [%o 一 ho,%o 十 有 oj 上 上 所有， 恒 有 
[9n(%) —9(X)| Re, MW ma | Pan(X)—IX) Se 
由 此 推 得 
|j. f (8,9,(8)) GE 一 | f (€,9(8)) dE| ZN.ho.e. 
Xo 


0 

换 句 话说 ， 我 们 但 到 

sm /8,9(8))as = | f (e915) ds 
现在 对 恒等式 (3.6) 取 极 限 ， 得 到 

limgn(%)= Yo 十 im| f(§,9n_1(€))dé, 

县 [] 
?C= + | f (8,9(8))ds. 

此 即 表 明 画 数 9(%) 是 方程 (3.3) 的 解 . 
4”。 有 崔 一 性 的 证 明 
今 先 介 绍 一 个 以 后 非常 有 用 的 引 理 ， 


具 尔 曼 (Bellman) 引 理 . 设 狂 (x) 为 区 间 [c,2] 上 非 负 的 连续 苑 数 ，C 生 和 < 秋 2. 
若 存 在 52>20，k 宇 0， 使 得 儿 (X) 满 足 不 等 式 


yx)<6+8|| » (rt) dt1 ,TETC,b), : (3.9) 
则 4XJ) 就 满足 不 等 式 
9(XJ<OeREIZ 70 ， xe[a,b]. 


证 明 人 先 证 明 % 之 %‰ 的 情形 。 
令 RCX)=| ”9 (z)dr， 于 是 从 (3.9) 式 立即 有 尺 '"(x) 一 ERC2)<2， 上 式 两 端 同 


乘 因 于 e cx-xo"， 则 有 
OCR(X)e ro de kee). 


上 式 两 端 同 乘 有 后 ， 绸 由 知 到 X% 积分 ， 则 有 
ER(X)e kX Yo<O 一 92 k(t* xo) ， 


0 十 民 民 (X)<OeR “0 
由 已 知 不 等 式 (3.9) 知 3(CXDI<5+RRCX)， 从 而 由 上 交行 到 
» (X)<5ekCxz xzo)， XY >No. 
至 于 Y 志和 的 情况 可 类 似 地 证 明 . 引 理 证 举 . 
以 下 证 明 积 分 方程 (3. 3) 的 解 的 唯一 性 . 
证 明 . 假定 积分 方程 (3.3) 除 了 解 失 X) 之 外 ,还 有 男 外 的 解 民 %). 我 们 下 而 要 证 朋 ; 
在 | 人 * 一 %0| 过 ho 上 ， 必 有 XD) 二 9(%). 
事实 上 ， 因 为 


p= fp dae, 


及 EAA 


将 这 两 个 恒 得 式 作 着 ,并 利用 李 普 希 兹 条 件 求 佑 值 ， 束 有 
ly [f(r9P67))—f(t ,Gt))| dr 


<N| 9) pdr. 


与 贝尔 再 不 等 式 比 较 ，y(2) 二 19(%) 一 VV%)|，6=0， k= 入 ; 从 而 由 引 理 知 ， 在 
1% 一 %o|< 过 ho。 上 有 

I\9(%)—pX) 三 0. 
从 而 

PX) EP %). 


到 此 ， 关于 初 值 问 题 (3.2) 的 解 的 存在 性 与 只 一 性 的 定理 3， 1 全 部 证 完 . 

为 了 加 深 对 定理 的 理解 ， 我 们 请 大 家 注意 如 下 儿 点 说 明 ， 

(1) 上 面 我 们 曾 说 过 ， 证 明定 理 3.1 所 采用 的 逐次 逼近 法 ， 在 实用 上 也 蚌 一 种 求 近 
似 解 的 有 效 办 法 .在 区 间 |Y 一 %o| 过 ho 上， 当 用 和 次 近似 9,.《%) 来 逼近 精确 解 9CX) 时 ， 
不 难 估计 它 的 误差 . 事实 上， 有 

pC) pa Bp) -pA EY ST 人 和 
M =, (Nho)r -AM (Nho)"t! 3 (Nho)r _ 


< 0) 一 说 (Nh 
FF 全 hi -NN (名 二 1)1! 0 了 


_M (Nho)rt? nt+1 oNho 


Pei 
pe 


N (HR+1)! 
(2) 如 果 方 程 (3.1) 二 天 
SY px) ? + g(%), 


其 中 力 (*) 和 g(x) 在 区 间 [ 4 , BP ] 上 连续 ， 我 们 不 难 验证 ,此 时 方程 的 右 端 画 数 关于 了 满 
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尽 李 普 希 效 条 件 。 在 这 些 条 件 下 ， 利 用 定理 3.1 中 的 方法 ， 可 以 证 明 对 任 一 初始 值 (%6， 
yo)，Xot[ a ,6 1， 线 性 方程 所 人 确定 的 解 在 整个 区 间 [ < , 6 2] 上 都 有 定义 . 

定理 3.1 指出 ,对 于 一 般 方 程 (3.1) 而 谨 , 由 彻 始 条 件 所 确定 的 解 只 能 在 |% 一 %o| 入 Po 
十 有 定义 ， 这 是 由 于 在 作 逐 次 近似 序列 {9.(%*)} 时 ， 要 求 它 不 能 越 出 原来 的 矩形 RR. 现 
在 ， 线 性 方程 的 右 纺 对 2》 没有 任何 限制 ，、 因 此， 如 定理 3。1 中 所 作 的 近似 序列 {9n,(%X)} 
就 能 在 整个 区 间 [ a ,68 2 上 都 有 定义 . 而 且 在 其 上 一 和 致 收敛 ， 从 而 其 极限 函数 YX)， 即 
线性 方程 满足 初 值 9(%0) = No 的 和 解 ， 在 整个 区 间 [ & ,6 J 上 有 定义 .这 个 说 明 ， 对 以 后 高 
阶 线 性 微分 方程 式 和 线性 微分 方程 组 都 很 有 用 .、 

(3) 对 方程 (3.1) 的 右 端 责 数 了 (%,y) ， 如 果 仅 假定 它 是 连续 的 ， 一 般 地 说 ， 仅 
能 保证 初 值 解 的 存在 性 (‘Peano 定理 ， 请 参看 王 柔 怀 ， 伍 卓 群 著 《 常 微分 方程 讲义 > 第 
五 章 82.4， 第 166 页 ) ， 并 不 能 保证 其 唯一 性 . 例如 方程 

9 一 3 了 ， 
虽然 有 缮 而 数 了 ,9) 一 3 在 整个 403 平面 上 连续 ,但 是 满足 初 姑 条 件 (0) = 0 的 
二 0 和 = 三 4%3. 

(+) 为 了 保证 方程 (3. 1 初 值 解 的 唯一 性 ， 较为 著名 的 常用 的 充分 条 件 就 是 定理 
3.1 中 所 给 的 李 普 希 兹 条 件 . 但 这 个 条 件 却 并 非 必要 的 ， 

例 1。 试 证 方程 
= 当 $= 0,， 

dx (ym|y|, 当 y 半 0 
经 过 X%03 平 面 上 任 一 点 的 解 都 是 唯一 的 . 

证 明 . 方程 右 端 画 数 在 和 % 关 0 时 ,满足 存在 唯一 性 定理 条 人 因此 , 对 于 除 0% 轴 外 之 
任何 点 〈% ,Yo)， 初 值 问 题 (3.2) 的 解 都 存在 且 唯 一. 于 是 ,只 有 对 于 o% 轴 上 的 点 ， 
还 需要 讨论 其 初 值 问题 (3.2) 的 解 的 唯一 性 . | 

我 们 注意 到 = 0 为 方程 的 解 . 当 了 半 0 时 ， 因 为 

GY 一 yin| 3 上， 


故 可 解 得 通 解 为 
光一 十 ece 


= ec 为 上 半 平 面 的 通 解 ， 4 = 一 e ; 为 下 半 平 面 的 通 解 .这 些 解 不 可 能 与 9》= 0 相 
交 ， 因 此 ， 对 于 0% 轴 上 的 点 (%o,0)， 只 有 4 =0 通过 ， 从 而 保证 了 初 值 解 的 唯一 性 ， 
但 是 ， 我 们 有 

fx, WfE,0)| = ny = my||:| |. 
因为 lim| in13 = + ， 故 不 可 能 存在 常数 入 二 0， 使 但 
| [fs%,)— ff(%,0)|<N.:. ||. 
从 而 方程 的 右 端 画 数 在 = 0 的 邻 域 上 并 不 满足 李 普 希 辫 条 件 . 这 个 例子 说 明 术 普 锅 效 
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条 件 不 是 保证 初 值 解 唯一 的 必要 条 件 ， 

为 了 保证 方程 (3.1) 的 声 值 解 的 唯一 性 ， 有 着 比 李 普 希 兹 条 件 更 能 的 条 件 ， 直 到 下 
在 ， 唯 一 性 的 问题 仍 是 一 个 研 纸 课题 . 有 兴趣 的 读者 可 参看 其 它 的 书籍 和 文献 《例如 王 
柔 怀 ， 伍 卓 群 著 《 常 微分 方程 讲义 > 第 183 页 ) . 


习 题 5.1 
1 二 判断 方程 22 一 zt 在 区 域 


1 ) Ri: 一 1 委 Y 委 1，0 委 ?< 委 T， 
2 ) R2a: 一 1 和 YX 和 1 -< < 
上 是 否 满足 存在 与 唯一 性 定理 的 条 件 ? 


1 ) 9 一 %2 十 只， 2 ) y'=%+ siny, 


3 ) 29'=% 3, 4) 9'=VT1ST, 
在 什么 样 的 区 域 上 保证 初 值 解 存在 且 唯 一 ? 
3 导论 访 了 二 全 人 各区 城中 请 名 丰 在 5 一作 条 件 。 并 求 
通过 〈 0， 0 ) 的 一 切 解 . 
4. 是 下 列 方程 是 否 有 奇 解 ? 如 果 有 奇 解 ， 求 出 奇 解 ， 并 作 图 
1) =VT3T; 2) RV I %; 


3) 和 一 一 区 十 1/ 后 十 33 . 


5。 试 求 方程 d 了 = Y 一 办 满足 初 值 条 件 9(0) = 0 的 近似 解 : 
poC#), PiCK), pax) Pox) 
8。 利用 逐 坎 逼近 法 ， 求 方程 9 蕊 一 色 一 类 适合 初 信条 件 (0) = 1 的 近似 解 


ol%), yi(#), Fs.(%). : : 
7。 试 证 明 ， 定 理 3.1 中 的 % 次 近似 解 9.(%) 与 精确 解 从 %) 在 如 下 的 误差 估计 


MN" 


| Yn(%) -9%) | 委 rn ri 


8. 利用 上 面 的 信 计 式 ， 估计 :+ 
1.) 6 题 中 三 次 近似 9a(%) 在 * = 村 和 # 一 ] 时 的 误差 ; | 


| 和 一 %o | nt1, 


2 ) 7 题 中 二 次 近似 po(%) 在 % 二 二 时 的 误差 
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$3.2 解 的 延展 


1 .上 节 已 经 证 旨 , 当 方程 (3.1) 的 右 端 画 数 1(%“,y) 在 RR 上 满足 存在 与 唯一 性 定理 
的 条 件 时 ， 初 值 问 题 (3.2) 的 解 在 区 间 | “一 %%| 亏 h。 上 存在 且 叭 一 .但 是 , 我 们 指 
出 ， 这 个 定理 的 结果 是 局 部 的 ， 也 就 是 说 解 的 存在 区 间 是 “很 小 ”的 .然而 1(%,》) 的 
存在 区 域 人 可 能 会 比 R 大 得 多 ， 在 实际 应 用 上 ， 人 们 也 希望 解 的 存在 区 间 大 一 点 ， 这 一 
池 就 是 用 延展 的 方法 来 尽量 扩大 解 的 存在 区 间 ， 把 定理 3.1 的 结果 由 局 部 的 变 成 大 范围 
的 . 二 
假定 方程 (3.1) 的 右 端 画 数 f(%,y) 在 02 平面 的 某 一 区 域 D 上 有 定义 且 连 续 ， 
关于 变量 9 还 满足 局 部 李 普 希 兹 条 件 * .于 是 在 这 个 区 域 DD 内 , 总 可 以 取 一 个 以 后 
Po (%o ,Yo) 为 中 心 的 扎 形 尺 ， 使 得 在 其 中 存在 5 唯一 性 定理 条 件 成 立 ， 上 节 定 理 已 经 
证 明 在 区 局 

1, %—ho<% NFho 
上 上 ， 初 值 问 题 (3.2) 的 解 》=9\%) 是 存在 且 叭 一 的 。 / 

设 (二 和 0 十 ho，9(No 十 ho) 二 361) 时 ， 坐 标 为 《6237 ，901) 的 点 二 1 属于 玉 
形 尺 ， 从 而 必 是 DD 的 点 ， 那 又， 必定 又 可 作 以 点 Pi(262，901) 为 中 心 的 下 形状 1， 
ss | 9 yo) [和 bi 使 得 RiCD: 用 Mi1 记 | 了 (%， 4)| 在 盾 形 R! 上 的 最 
天 值 ， 并 以 2 和 940 为 初始 值 ， 经 过 与 定理 3.1 同样 的 讨论 , 可 以 断定 在 区 间 

了 Ad 一 有 < YXdt +h: 上 上 上， 
即 区 间 %1+ho 一 hi<%<%0+ho +h! 上 , 放下 (3.1) 的 以 《260 2)) 为 初 信 


的 解 》=81( 儿 ) 存在 ， 其 中 hi=min(a, 入 ;区间 | 7 的 中 心 和 区 间 了 的 右 端 点 


重合 ， 且 当 % = 二 %t2 ?有 YF(%o 二 ho) 二 和 一 1 (2 ;1 )。 所 以 ， 由 于 唯一 性 ， 这 两 个 解 . 


在 区 间 了 7 和 了 的 公共 部 分 上 9CX%) 三 81C%). 但 是 区 间 2 的 一 半 [26 ,0?” 十 hh1] ， 即 
CXo + ho ,Xo 十 有 hot 及 1] 位 于 区 间 1 之 外 ,于 是 我 们 目 然 就 把 这 半 个 区 间 上 所 求 得 的 解 p1(X) 
当 作 解 2(x) 的 延 民 . 延展 后 所 得 的 画 数 YX) 仍然 满足 方程 (3.2) 和 所 给 的 初始 条 件 . 如 未 
当 六 一 % 人 十 有 时 ，9(%4ol) 十 六 让 一 k2 ,而 且 坐 标 为 461) = 1 十 5，3902: 的 点 仍 
然 是 区 域内 的 点 ， 那么 按照 上 面 同样 办 法 ， 可 以 就 初 值 (*41,942”) 在 区 间 72 内 
确定 一 个 解 ， 区 间 7。 有 一 半 和 区 间 11 重合 ， 在 其 上 新 解 和 原 有 解 重合 ; 区 间 1 的 另 
一 半 位 于 了 1 之 外 ， 这 祥 又 把 2.2x) 向 右 延 展 了 ， 这 样 的 手续 可 以 继续 下 去 .类似 的 方法 


人 aa ws 


* 时 对 区 城 口内 的 每 一 局 ， 有 以 宅 为 中 心 的 ， 完全 属于 万 的 闭 短 形 尽 存 在 ， 在 天 
上 (YX，y) 关 于 9 满足 素 普 希 交 条件 ， 对 于 不 同 的 点 ， 和 给 形 尺 的 大 小 以 及 常数 


NN 可 以 不 同 . 
如 果 区 域 刀 是 目的 ， 即 联接 区 井 刀 任意 两 点 的 线段 都 整个 包含 在 区 域 万 内， 


, 且 在 DD 内 存在 有 界 伪 导 数 Jv(%， 》), 那 么 可 用 拉 格 央 日 定理 证 明 ,了 (Y%，y) 在 
万 丙 关 于 变量 多 满足 全 局 李 普 送 半 条 件 ， 


LO 。 


-一 一 一 一 一 -一 ke i rd 


TT 


到 可 以 将 922) 向 左 [ 即 区 减 小 的 方向 ] 延 展 .， 用 这 样 的 延展 办 法 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.2 如果 方 程 (3;1) 的 右 问 丽 数 /(%,») 在 区 域 D 上 连续 , 且 关 于 3 满足 局 部 
本 普 希 艾 条 件 ， 则 对 于 厂 上 任意 一 点 (%0,》o)， 方程 (3.1) 的 以 《和 ,op) 为 初 值 的 解 
9(%) 均 可 以 向 左右 延展 ， 直 到 〈 ,9(%)) 任意 接近 区 域 DD 的 边 究 ， 

这 个 定理 我 们 不 准备 予以 严格 的 证 明 ， 请 读者 参看 复旦 大 学 《微分 方 各 教材 有 关 
学 分 ， 

定理 中 最 后 一 句 话 “ (2% ,8X%)) 任 意 接近 区 域 吃 的 边界 ”， 我 们 指 的 是 ，; 如 果 万 为 
有 界 区 域 ， 则 积分 曲线 可 以 任意 接近 DD 的 边界 ; 如 果 妃 为 无 界 区 域 ， 则 或 者 积分 曲线 任 
总 接近 万 的 边界 ， 或 者 积分 曲线 上 的 点 可 以 无 限 远 离 原 点 . 

下 面 的 例子 表明 ， 即 使 D 是 整个 X02 平面 ， 但 方程 的 初 值 解 也 未 : 必 能 延 展 到 在 
(一 co, 十 ce) 存在 . 


例 2. 试 计 论 方程 和 2 = 和 2 通过 点 (1,1) 的 解 和 通过 点 (3, 一 1) 的 解 的 存在 区 间 ， 


解 . 此 时 区 域 忆 是 整个 平面 方程 右 端 本 歼 满足 延展 定理 所 要 求 的 条 条 件 . 容易 算 
， 方 程 的 通 解 是 


故 通过 点 (1,1) 的 积分 曲线 为 


z 1 
“一 2 一 2% 


它 向 左 可 以 无 限 延 展 ， 而 当 % 2 一 0 时 ，3~ 十 ce 所 以 ， 其 存在 区 间 为 (一 co， 2)， 


参看 图 3.3. 
通过 点 (3, 一 1) 的 积分 曲线 为 


一 1 
y= 


它 向 左 不 能 无 限 延展， 因为 当 产 2 +0 时 ， 
?~ 一 co; 所 以 其 存在 区 间 为 (2 ,+%). 

顺便 指出 这 个 方程 只 有 解 了 = 0 可 以 向 
左右 两 个 方向 无 限 延 展 。 

这 个 例子 说 明 ， 尽 管 7(Y,y) 在 整个 平面 
满足 延展 定理 条 件 ， 但 方程 的 解 却 不 一 一 定 能 名 
延展 到 整个 数 轴 上 去 . ~ | 

”延展 定理 在 常 微分 方程 理论 研究 中 是 一 个 .3 

经 常用 到 的 很 有 用 的 定理 . 我们 来 看 下 面 的 例 
子 . 

例 3， 考虑 方程 


| 
| 
| 
) 
] 
] 


dy = (ga) » f (£9) ， 
假设 六 (2,9) 及 /5(%,y) 在 %*0 2》 平面 上 连续 ， 试 证 明 ， 对 于 任意 和 ‰ 及 [Yo|<4， 方 


» lil *« 


程 满足 y(X%o) 王 加 的 解 都 在 (一 2"“，+ ce) 上 存在 . 

证 明 . 根据 题 设 ， 可 以 证 明 方程 右 螨 函数 在 整个 Y02 平面 上 满足 延展 定理 及 存在 
与 唯一 性 定理 的 条 件 ， 易 于 看 到 ，?4 = 十 C& 为 方程 在 (一 co， + co) 上 的 解 ， 由 延展 定理 
可 知 ， 满 足 

9(%0) 二 yo， %0o 任 意 ， Io| 达 4 


的 解 = 9(x) 上 的 点 应 当 无 限 远郊 原点， 但是， y 
由 解 的 唯一 性 ，2 二 《Xx) 又 不 能 穿 过 直线 = 十 4， : 
故 只 有 可 能 向 两 侧 延 展 ， 而 无 限 远离 原点 ， 从 而 这 | 


解 应 在 (一 ceo, + ce) 上 存在 . 
Xe。 fe) 


2"， 在 解决 很 多 问题 时 ， 我 们 经 常 将 延展 定 
理 与 比较 定理 配合 使 用 .下面 就 来 介绍 比较 定理 | _ 
”我 们 在 考察 方程 
Y=f( 2》) (3.1) TT 
之 外 ， 还 同时 考察 方程 
ay F(X,9) (3.1) 7 儿 3 
我 们 有 如 下 的 定理 : 


第 一 比较 定理 ” 设 图 数 (%,》)， F(X%, 乡 ) 定 义 在 某 个 区 域 G 上 ， , 晶 满 足 如 下 的 条 件 ， 

1) ”在 G 上 满足 存在 与 唯一 性 定理 条 件 ; 

2) 在 G 上 有 不 等 式 

YN) <F(%,»), 
则 方程 (3,1) 的 满足 初始 条 件 9(%o) = 》o 的 解 F(%) 和 方程 (3， DD ' 鸣 满 足 (9o)= 加 的 解 
$5(%) 在 它们 共同 存在 的 区 间 上 ,满足 不 等 式 
P(X%)< 过 GB(X)， 当 % 宝 知 时 ; : 
pLX)>B(X),， 当 X%<X%o 了 时 ， .~ 

证 明 , 由 条 件 1 ) ， 根 据 定理 3.1, 方程 (3. 1) 以 及 方程 (3， 1)! 的 满足 (go) 二 多 
的 解 在 ‰ 的 某 邻 域 上 存在 且 唯 一， 它们 都 满足 2(xo) 一 万 (xo) = 加 

现 讨 论 画 数 z( X% ) 一 旬 (X) 一 红 X2]， 因为 

Z{%0) = 0, 2'(%0)=B' (N00)—9! (%0) = F (%o, yo)— PR 
所 以 。 男 数 z( % ) 在 点 知 某 个 邻 域内 是 增加 的 ， 昌 在 点 和 %‰ 的 右边 为 正 .因为 画 数 ZY) 在 区 
间 [%o ,%o+ 有 J 上 连续 ， 所 以 ， 如 果 不 等 式 z(X)>> 0 不 是 对 所 有 “之 知 成 立 ， 则 至 少 存 
在 一 点 1,%0< 过 N11 过 Xo0 十 0， 使 得 z(%1)= 二 0， 同时， 当 NO < NN 时 ，. z %)> 0 9 
因此 在 点 %1 应 有 z 
MCVE MACACAIDE TCA ACID Di AC ACADD LS 
但 这 是 不 可 能 的 . 因为 (%1) =?(%1) ,而 按 假设 应 有 
F(Xi, BK1))—f (X19(%1))> 0, 

矛盾 ， 因 此 ，z(%) 在 区 间 [%o ,%oi+ hj 上 恒 为 正 ， 即 有 G(x%)>9(%)， 当 <i%6 时 的 者 份 
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可 类 似 证 .定理 证 明 毕 . 
上 述 定 理 可 以 推广 成 为 下 面 的 定理 . 
第 二 比较 定理 ， 设 画 数 /(%;,》) 与 下 (和 %， 少 ) 定义 在 某 个 区 域 G 上， 上 且 满 足 ; 
1) 在 G 上 满足 存在 与 唯一 性 定理 条 件 ; 
2) 在 G 上 有 不 等 式 
f(x%,y)EF(Y, Y), 
则 (3.1) 的 满足 2(%o) = 各 的 解 PL%) 与 (3,1)" 的 满足 四 ( 知 ) 一 加 的 解 四 2%) 在 它们 共 
同 的 存在 区 间 上 ， 满足 不 等 式 
PKLBY), 之 时， 
PLN) 宇 B(X)， 当 % 委 %o 有 时. 
了 出 就 是 说 ， 当 右 端 画 数 的 不 等 式 为 不 严格 时 ， 解 的 不 等 式 也 变 成 不 广 格 的 ， 这 个 定 
理 我 们 不 予 证 明 ， 请 参看 王 柔 怀 、 伍 卓 群 著 < 常 微分 方程 讲义 第 五 章 ， 力 .169 一 170. 
例 . 试 证 对 任意 X%，》o， 方 程 / / 
dy %2 
dx %2+2+1 
满足 初始 条 件 %(%o) = 加 的 解 均 在 (一 2"，+co) 上 存在 ， 


征明， 丽 效 万 区 二 开 在 黎 个 X99 平 而 上 浦 忌 存 在 与 叭 必定 条件 ， 且 有 


0 1 
%2 十 欠 十 了 


将 原 方程 与 方程 
dy dy 

/ dx 0 及 二 1 
比较 ， 放 原 方程 满足 (2o) 二 ,之 解 9(%) 在 其 存在 区 间 上 ， 满足 

yo 过 9X) 过 入 (和 一 %0)， 当 % 之 和 时， 

yo+(%C—%0)< Jy(X)Yo, 4 之 Wo 下， 
由 延展 定理 ; = 9(#) 的 积分 曲线 可 以 无 限 拓 本 万 各， 故 多 2 ， 必 和 在 ( 一 co， 十) 
上 存在 . 四 


习 题 3.2 
1 ， 试 证 后 对 于 任意 的 加 及 证 0<< 加 <.1 的 ?e， j 方程 4 EE 的 


2 入 以 及 当 % 趋 于 这 区 间 


的 两 映 点 时 解 的 性 状 . 
3， 设 /(%， ) 在 能 个 平 而 上 舌 续 有 界 ， 对 9 有 连续 偶 导 数 ， 放 证 明 方程 2 


-7 , 罗 ) 的 任 一 解 儿 = 红 %) 在 区 间 一 co<% < ”> 上 有 定义 
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1， 讨论 方程 9 光一 全 一 的 通过 点 (0.0) 的 解 ， 以 及 通过 点 〈in2, 一 3) 的 解 的 


存在 区 间 . 
5. 在 方程 


由， 如 (在 (一 oo0,+oo) 上 连续 ， 且 
yf(YT<0 (yO0) 
求证 方程 满足 ?(‰) =% 的 解 9(*)， 存 在 区 间 为 (X06，+co) ， 且 有 


lim 9 (%) = 0 
6, 设 f(%， y) 在 #0 平面 上 连续 可 微 上 且 f(%,， yo) 二 0. 
求证 .. 方程 

dy 


Ot 或 No = 一 00. 


$ 3.3 解 对 初 信 的 连 续 相依 性 


直到 现在 ， 我 们 都 是 把 初 值 (%o,》o) 看 成 固定 的 数值 ， 然 后 再 去 研究 微分 方程 
(3.1) 的 经 过 点 (%,%) 的 解 . 这 个 解 是 自 变 量 % 的 画 数 .易于 看 出 ， 当 初 值 % 和 
yo 变动 时 ， 对 应 的 解 也 要 跟着 变 动 . 所 以 ， 访 程 (3, 1) 的 解 也 应 该 是 初 信和 %， 六 的 西数 
例如 ， 方 程 


过 点 〈%,y) 的 解 为 2》= Jo ex x, 它 显然 是 所 有 变量 , 知 , 斩 的 丽 数 对 于 一 般 情形 
为 了 表示 微分 方程 (3.1) 过 点 ( 知 ,》o) 的 解 是 所 有 变量 2% ,%o ,加 的 画 数 ， 我 们 采 用 
科 坊 
»=9(% ,%o, yo), 

按 符 号 的 定义 ,应 有 9(%o,%0,0)=N. 

现在 提出 一 个 应 用 上 很 重要 的 问题 ， 当初 值 发 生变 化 时 ， 对 应 的 解 是 择 样 变化 的 ? 
我 们 知道 ， 很 多 自然 现象 的 研究 都 可 以 归结 为 求 某 些 微分 方程 满足 其 初 值 的 解 ， 但是， 
这 些 初 值 是 要 通过 实验 求 测定 的 ， 因此 所 得 到 的 数据 总 会 有 些 误 差 … 如 且 所 测定 的 初始 
数据 的 微小 的 误差 将 会 引起 相应 的 解 产 生 巨 大 的 变化 ， 那么 所 求 的 初 值 问题 的 解 在 实用 
上 就 不 会 有 多 大 的 价值 . 所 以 ， 实 际 应 用 上 经 党 要 求 : 在 所 研究 的 现象 的 某 个 有 限 过 程 
中 ， 当 初 值 ‰，% 变化 不 大 时 ， 相 应 的 解 也 变化 不 大 .下面 给 出 其 数学 上 的 确切 的 定 
又 ， 

定义 ， 初 值 问 题 (3.2) 的 解 记 =92(04 ,%o ,加 ) 称 为 在 0 安 和 之 C (或 C 过 No) 
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于 人 连续 地 依 顿 于 初 值 % ,》， 假 如 对 任意 s。>0， 都 能 找到 一 个 68=6(e,go,yo,c )20， 
使 得 对 于 满足 | 和 一 zeoj<6，| 4 一 go| <6 的 一 切 (zo ,go)， 恒 有 
192(Y% ,%o ,yo) 一 (YY Toye)|<e， (3.10) 

Yo Yi 委 C (或 CC 之 % < 委 %o) (参看 图 3.5). 

容易 直观 地 想象 ， 如 果 所 研究 的 过 程 延 续 
越 长 ， 则 要 使 相 底 解 之 间 彼 此 相差 很 小 ， 驶 应 
当 使 它们 的 初 值 之 差 越 小 .确切 地 说 ， 随 着 
的 增 大 ,一 般 说 来 ，5 将 变 小 ， 而 且 涯 c 六 十 co 
时 ， 它 可 以 趋 于 零 . 因此， 并 不 是 总 是 可 以 找 
到 6 ， 使 不 等 式 (3.10) 对 所 有 的 4 > 和 都 并 
足 的 . 换 句 话说， 彼此 的 初 值 很 靠近 的 解 ， 当 
取得 足够 大 时 ， 它 们 之 间 并 不 一 定 永远 是 第 
近 的 ， 


下 面 我 们 给 出 解 对 初 值 的 连续 相依 性 定 5 
理 ， 和 


定理 3.3 设 (%， 少 ) 在 区 域 D 内 连续 ， 且 关于 2 满足 李 普 希 北条 件 ， 如 果 
(xu ,Yo) ED， 初 值 问 题 (3.1) 有 解 . 了》=9(%,， 和， 0)， 朋 当 4 和 5 时 ,，《(%， 
(24 ,09o))6DD， 则 对 任意 es>0， 存 在 6>0， 使 对 于 满足 


1Zo 一 %1<5，|yo 一 和 |<2 | 


的 任意 (Zo ,yo)， 初 值 问题 


[= f(x,y) 
: (3,11) 
| 3(zo) 王 go 
的 解 儿 =92(Y ,Zo,yo) 也 在 区 间 LZ ,8] 
上 有 定义 ， 且 有 . y 
[P(E ,No0,Y0)—9(% Co yo) <e， -一 D ) 


证 明 ”对 给 定 e>>0 ， 选 取 0<0i 
<e， 使 得 闭 区 域 避 : 

C<M<6，| 9—9(% ,%0 ,Yo0)| < 
整个 含 在 区 域 邵 内. 这 是 能 够 做 到 的 ， 
因为 区 域 万 是 开 的 , 且 当 & 委 4%4 委 2 时 ， 
(区,，9( 完 ,No0,yo)) EDD ,所 以 ,只 要 
选取 足够 小 ， 以 曲线 = 二 9(% ,%0 ,9》6) 
为 中 线 ， 寅 为 201 的 带 形 域 就 整个 包 售 “ 个- 
在 区 域 刀 内 ， 如 图 3.6 所 示 . ”0 a x。 b 和 


选取 6 满足 本 8 


me —N (hb— 4) ， 


0< < 了 


其 中 和 N 为 李 普 希 兹 常数 ，M4 rng Von 另外 ， 还 要 保证 闭 正 方形 
; | —%o|<6, EA 
含 于 带 形 区域 UU 的 内 部 . 


出 存在 瞧 一 性 定理 可 知 ， 对 于 任 一 (to,90)ER， 在 z。 的 基 令 坟 上 存在 只 一 解 了 - 92( YX ， 
Xo,Yy,), 且 在 9(% ,TX0 ,90) 尚 有 定义 的 区 间 上 ， 有 


FE, B000) =Do+) fC 970,90) de (3.12) 


Yo 
万 处 ， 还 有 
9 YX ,No, 0 一 加 二 |。 890) 
对 上 述 两 式 作 差 并 估 值 ; 
[Pp(% ,roy0)—9P(% ,%0,Y0) |< | 
EEA ARAL EAR A RL 


<lye—%l+|| fps0,90)) —f (sr,%0iyo)) dr| + 
z to . 四 


2 
-|| fp,%,%)) dr|< 
< 之 {1 +M)o+N|| ba ,To 1Y3) —9(7 ,No , Yo) |d? / 
Xo 


由 贝尔 曼 不 等 式 ， 则 有 
[p(X ,0 ,y0)—9(% ,%o ,V0) | L(+M)OeNIx-To! z 
<(1+M)deN(b 2 oe ， | (3.13) 
因此 ， 只 要 在 9(% ,zo ,yo) 商 有 定义 的 区 间 上 ， 就 有 (3.13) 式 成 立 ， 下 面 我 们 要 


证 明 : 9(% ,70,y0)- 在 区 间 [C6& ;8 上 有 十 X， 只 证 8(% ,zo ,yo) 住 区 间 C70 ,8 上 


有 定义 . 对 区 间 LG@ ,%0] 可 类 似 证 明 . / 

因为 解 = 24% ， ,53 不 能 越过 曲线 少 一 9 ,MX%0 7o) 十 e 及 Y=9(Y, joy) 一 
但 是 ， 由 解 的 延展 定理 ， 解 沙 二 BL% ,To ,90) 可 以 延展 到 无 限 接近 区 域 DD 的 边界 ， 于 
是 ， 它 在 向 右 延 展 时 必须 由 “= b 穿 出 区 域 UU， 从 而 =9(% T0190) 电 须 在 [%o ， b) 
上 有 定义 ， 定 理 证 毕 ， / 

例 4. 考 虚 与 例 1 类 似 的 方程 
-| ,0 ,2= 0, 

— Yn| 2 |, ”0. 


9 = 0 为 解 ， 》 = 二 1 为 解 ,上 半 平 面 通 解 为 9 一 ec ， 下 半 平 而 通 解 为 ?= 一 
积分 曲线 大 致 如 网 3.7. 


EE ~. 
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可 以 看 到 ， 对 于 0% 轴 上 的 初 信 ~、y 
(%0 ,0)， 在 任意 有 限 的 区 间 上 解 对 
初 值 是 连续 相依 . 但 是 ， 在 50, 十 ooJ 
上 上， 丐 论 (x6o ,9%o) 如 何 接近 (Xo 0)， - = 
当 多 充分 大 时 , 过 〈zo,yo) 的 积分 一 一 — 
曲线 就 不 能 与 过 (%, 0) 的 积分 曲 
线 ( 即 》= 0 ) 任意 接近 了 ， ~ 
这 个 例子 说 明 ， 解 在 有 限 区 间 上 ] 
对 初 值 的 连续 相依 性 不 能 推出 解 在 无 | oT 
限 区 间 上 对 初 值 的 连续 相依 性 .讨论 /AT 
后 一 问题 属于 稳定 性 理论 ， 我 们 将 在 / 
第 六 章 作 简略 地 介绍 ， 图 3.7 


§3.4 解 对 初 值 的 可 微 性 


我 们 时 常 不 但 要 求知 道 解 对 初 值 的 连续 相依 ， 而 且 还 要 知道 解 对 初 值 的 篇 导数 是 天 
存在 . 下面 给 出 这 方面 的 一 个 定理 ， 但 在 证 明 中 有 些 细节 不 去 严格 追究 。 : 


定理 3.4 ” ( 解 对 初 值 的 可 微 性 》 如 果 画 数 了 (%,y)- 以 及 -2 (%; ?2 在 区 域内 


连续 ， 则 初 值 问题 (3.1) 的 解 9(% ， %o , Yo ) 作为 %， %o ,Yo 的 西数 ， 在 它 有 定义 的 范围 


CO ov¥ 
内 爱 续 含 导数 2y5，3x5 


证 明 。 (1 ) 首先 证 明 282( 和, 痢 ,go) 存 在 且 连 续 


从 导数 的 定义 出 发 ， 我 们 应 当 证 明 , 当 4 0 时 ， 差 两 
492 _ OCX ， Xo ,Yo 上 +4yo) —9(%, Xo ,Yo ) : 
了 yo ‘4% z 


的 极限 存在 且 连 续 。 显然 有 
9(% ,os 知 二 4) 二 04 二 | (9 ,N05 二 40))d 


yg(% ,%o 加) 一 加 二 | f (+,9(1,%0, V0)) dz, 
两 式 相 减 得 四 
19 i .49 
J | + Cf yl? p(t,%0 ,0)) 十 了 Jy G1 (3.14) 


其 中 ?是 7 ,% ,加 ,4 加 的 某国 数 . 当 4d》o 一 0 上 时， 对 + 1 证 一 臻 地 趋 于 圭 ， 
对 照 (3.14) ， 我 们 考虑 下 列 线性 方程 的 初 值 问题 
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一 


dz pol DC ， %o ,yo)) 之， 


(3.15) 
| ZZ (%0)= 1. 
由 于 fy(%, 2») 和 92(03 ,Xo, yo) 和 连续， 因而 上 述 彻 值 问 题 存在 唯一 解 z( % ,Xp ,yo)， 

旦 显然 有 


和 
z( ,Koo) =1+| fa (tp , Xo, No)) St, Xo, Yo) dz. 
所 人 . i 
A wosd? | 、 


u =| {Cf C9 No, Vo) +7 tr2}da, 
从 而 有 
ES NEISSERIA 
如 未 注意 到 fy(%*,y) 和 242，%o 加) 有 界 ， 以 及 当 4 和 0 王 0 时 ， ?关于 7 一 至 


起 于 圭 ， 即 任 给 >>0， 恒 存在 7>0， 只 要 | 4 和 7 时， 对 任 一 z 恒 有 1?*|<e; 那么 
上 一 不 等 式 可 进一步 配 成 | 


ul<eLhot+ (M+1 1 uldr! ， 
其 中 元 ，M 当 某 正 常数 . 由 贝尔 曼 不 等 式 ， 得 
12 <eLhoe Vi) Ix xol ceLhoe2' +1 ho. 


上 式 表 明 当 4 >0 时 ,ww 一 臻 地 趋 于 需 ， 即 mn z 这 表明 人 存在 


J 234，Xo yo 而且 是 奸 续 的 . 
(2) 其 次 证 明 和 2 存在 且 连 续 ， 


492 _ PN ,Xo A%o ,Yo) 9 多 ,os Vo) 


4 %0 py 


._1 
4 %o 


(), f(t ,PY%, Mo 十 4Mo ,Yo)) dr 
Xo+AAN 


| f (gi ,msm)) dr | 


XoFAxo : 
= | fl ,P(t ,Not ANXo ,yo ) )d? 十 
Xo 


RA 
不 难看 到 ， 完 全 重复 ( 1 ) 中 的 推理 ， 可 以 证 明 ， 522 知 ,9) 是 线性 方程 的 初 值 问 是 


e Tb 。 


-一 pr po 


dz . » 
-=f XE ,No, Yo)), 


(3.16) 
| 2(Mo) 一 一 三 (X%oyyo) 
的 解 . 定理 证 毕 ， 


附注 ]， 初 值 问题 (3.15) 和 (3.16) 中 的 方程 
CL = fy( K(X, N,No)) 5 


称 为 方程 
GY f(%,Yy) . 


对 解 9(* ,%0 ,yo) 关于 初 值 的 变 分 方程 ， 且 由 (3.15) 和 (3. 16) 给 A 出 解 对 初 值 的 微 
商 公式 

09(% ,N00)  f, rod sm Do) ds, 

yo 0 


及 CX ,Xo ,Vo) 


B%6 = f(%0,yo) el fr,9(2,% .Yo)) dr. 


附注 2， 在 第 一 章 里 ， 我 们 曾经 把 (3. 1) 的 通 解 定义 为 ， 合 有 一 个 任意 常数 的 且 包 
合 微分 方程 在 某 区 域 的 所 有 解 的 共同 表达 式 . 现在 有 了 上 述 基本 理论 ， 可 以 对 通 解 与 通 
积分 的 概念 加 以 确切 的 说 明了 ,并 证 明 其 存在 性 ， 四 

考察 方程 


dy gy) i (3.1) 


假定 在 某 -区 域 也 内 ， 古 数 广 (和 9) 及 /5(%， 人 连续. 从 而 方程 (3.1) 满足 解 的 
存在 与 唯一 性 定理 的 条 件 . 车 任 取 一 开 区 域 忆 'C 万 ， 且 (‰ ,加 )e 刀 '， 则 方程 (3.1) 
存在 一 且 瞧 一 的 满足 初始 条 件 了 (%0) = yo 的 解 ， | 

y=9(% ,N,V0) ,0=9p(%o, go ,yo ) . 

如 采 固 定 初 什 Xo， 让 初 值 % 当 作 可 取 各 种 数值 的 参数 ， 只 要 (%0 90)eD 时 ， 方 程 

(3.1) 部 存在 唯一 清 足 相应 的 补给 条 件 的 解 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 连续 依 顿 于 一 人 小 任 
y= 2(%X,》o) . 

它 就 是 在 区 域 卫 内 的 通 解 . 

现在 考察 过 区 域 D’ 由 一 太 ( %0 , yo 小 的 积分 曲线 

=9(%,， Woo) 

以 及 其 上 一 点 (%， y). 上 建 关 系 式 -方面 联系 着 (和 ,为 )， 昂 一 方面 联系 着 (和 ， y). 

如 果 现 在 取 点 〈* ，y?4 ) 作 为 初 值 、 那 么 ， 由 于 唯一 性 ， 积 分 曲线 又 经 过 (和 ,加 ). 因为 

战区 域 D ' 来 说 ，》 二 9 (%, 和 ,Yo) 说 明 郴 数 对 自 变量 以 及 初 值 之 问 关系 ， 因此 有 
Yo= (Xo, % ， 少 )， 

在 这 个 等 式 中 后 将 % 看 作 定数 ， 将 加 看 作 任 意 常数 ， 我 们 便 得 
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%(X ,4)= Ce. 
它 也 就 是 方程 (3. 1) 在 区 域 刀 内 的 通 积分 ， 根据 8 3.4 上 式 左 端 画 数 关于 * ,4 都 有 连续 
偏 导 数 . 


$ 3.5 关于 微分 方程 组 的 基本 定理 


上 曾 几 节 的 基本 结论 可 以 直接 推广 到 如 下 的 标准 型 微分 方程 组 
=f1(%, 和， 和 ) 3 


为- .. 
jx /2(%, Vn), (3.17) 


“dy . 
adr /nt 和 % »,, ) 9 


其 中 1，/2,…， fn 是 如 个 定义 于 (多 ;入 ;入 ，… 光 1) 内 间 某 _ 区 域 万 内 的 连续 病 
数 . 

在 此 不 妨 复习 一 下 有 关 方 程 组 (3.17) 的 解 和 初 值 的 概念 

假设 2 个 醒 数 PCX0 92242739a(X) 在 区 间 7 ，2Z 魏 % 委 2 上 有 连续 导数 , 若 以 
91(XD ,92aC%)，… ,nC%) 代 赫 (3. 17) 中 的 入 ,入 得 到 关于 * 的 恒等式 


OES NNNONAOENAC 


(OGYXEb, k=1,2,.…,%). 
我 们 就 称 画 数组 891(%),92《%)，… .gal ) 是 微分 方程 组 (3. 17) 在 区 间 工 上 的 一 个 解 ， 
假设 点 〈%o 319 ， 归 3) 万 ,方程 组 (3.17) 的 初 值 问题 指 的 是 ， 求 方 
程 组 (3.17) 一 个 解 9k(X)( 二 1,2,*… “9 , 它 在 某 个 包含 物 的 区 间 了 士 有 定义 ， 上 县 满 是 
初 值 条 件 9k(%0)=9 (BE 二 1 ,2;…,%N)， 
关于 标准 型 的 一 阶 匆 分 方程 组 (3.17) 的 初 值 问 题 的 解 的 在 在 性 午 叭 一 性 定理 的 证 
明 ， 完 全 类 似 于 定理 (3.1) ， 也 可 有 条 用 还 次 逼近 法 ， 所 以 我 们 在 这 里 仅 叙 述 这 个 定理 
而 不 加 以 证 明 ， 洋 细 的 证 明 过 程 可 参阅 叶 产 说 闭 < 常 微分 方程 讲义 (1979， 人 民 教 育 
出 版 社 ) . 
定理 5.5 ”关于 标准 型 的 一 阶 微分 方程 组 (3,17)， 假设 西数 YY YL D1) 
(R=1,2,,) ”) 满 中 如 下 的 条 件 ， i | 
1) 责 数 fk(k 一 1 ,2 ,…,%) 在 中 + 1 维 空间 的 长 方 体 尺 ; 
No— 0 <%LNot+ eo, A 一 六 <%% 0 十 (Rh=1,2,.%,H) 
上 连续 .由 于 fk 在 闭 长 方 体 玉 上 连续 ， 因而 在 R 上 有 界 ， 即 存在 这 样 的 正 数 M， 使 得 
[fk(%, 入 ;入 ,> “In) | EM (%,， 入 为， “INED z 
(天 一 1 2) ,| 
2) 和 ER 上， 这 些 国 数 关 于 汪 攻 久 ，… y。 满 是 本 普 希 冯 条 体 ， 肥 对 玉 上 的 全 和 
一 对 点 ，(Y% 六) 为 9)，(2% 和 9192…3592)， 有 和 下面 不 等 式 
| fC, 和 轩 入 ,Dn) 一 fk 1Y 1 ,212 )… Yn) | 
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之 LL(| 和 一 V1| 十 | 入 一 yo| + 十 | 一 Yn|)， 
(天 二 1 ，2 ,""* 9 ), 
其 中 二 是 某 一 正常 数 ,那么 在 区 间 %0 一 ho 之 % 之 %o 十 ho 上 ， 其中 ho 一 mi 4 ， 7) ， 


方程 组 (3.17) 有 且 仅 有 一 个 解 ， 满足 GE(%o) 二 289， (f=1,2,.…,%). 
定理 所 得 到 的 解 人 在 区 间 【次 一 pa， 知 十 上 有 定 六 83 2 所 采用 的 办 法 
一 样 ， 我 们 可 以 把 解 进行 延展 ， 使 得 过 点 (%0 ;91 ,92%”，… 959 ) 的 积分 曲线 9i(*) 


(一 1 ,2 12) 可 以 任意 接近 西数 fk 满足 条 件 1 ) 和 2 ) 的 区 域 D 的 边界 . 
性 程 组 (3.17) 的 解 对 初 值 的 连续 相依 性 和 可 微 性 ， 证 明 比 较 繁 难 〈 但 基本 思路 一 
样 ) ， 在 此 就 不 仔细 地 叙述 了 . 


g 3.6 关于 高 阶 微分 方程 式 的 基本 定理 


标准 型 的 % 阶 微分 方程 式 有 如 下 形式 


dry dy .. .Gd 了 
J 一 ff(% ,JY， A , dX ni. (3.18) 


高 阶 微 分 方程 式 (3.18) 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 可 以 转化 为 一 阶 标准 型 的 微分 
方程 组 相应 的 定理 . 事实 上 ， 引进 新 的 未 知 国 数 后 ， 
=»,， = 珀 ， ee 消 ) 一 d™ 


MTtL 
就 可 把 方程 (3.18) 化 为 一 一 阶 微分 方程 组 


dx (3.19) 


SPs/f(%, 入 ,， 汶 ,yn)， 


如 果 站 二 91CX)， 汶 二 82%) ,9n 一 9a(%) 在 区 间 二 ， 4 二 %* 二 b 上 是 方程 组 (3.19) 
的 一 个 解 ， 那么 国 数组 第 一 个 图 数 》 91 就 是 ?* 阶 方程 式 《3.18)》 在 上 的 解 ， 事 


实 上 , 因为 | 
pa(x)=- A, 0 (X= = ad 294(#) ty 


% 
op (= a pe : A 
dp d PE) (#1(K) p22) tnt) 
Xn -dx 
- 三 ( YP1(X), — A402), "9 a "ig 4)) . 
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上 部 么 图 数组 


| . n™1 


仕 区 间 了 上 就 是 方程 组 (3.19) 的 一 个 解 . 和 
《3.19) 的 前 如 一 1 个 方程 是 泣 和 由， 最 后 一 个 方程 几 于 P91(%) 是 方程 (3.18) 的 解 而 


得 到 满足 

因此 ， 把 上 节 所 叙述 的 定理 3.5 直接 应 用 到 (3.19) ,以 及 注意 到 上 面 所 说 的 方程 式 
(3.18) 与 方程 组 (3.19) 之 间 解 的 转化 关系 ， 立 即 得 到 下 面 关 于 %* 阶 方程 式 (3.18) 
的 初 值 问题 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 . 

定理 5.6 ”对 于 纪 阶 微分 方程 式 (3.18)， 如 果 它 的 右 端 函数 /对 于 所 有 变量 连续 ， 


而 且 关 于 变量 9》， 3. ，…，- 纪 -元 革 满足 李 普 希 兹 条 件 ， 则 方程 (3.18) 存在 唯一 的 


一 个 解 9》=91(%)， 且 当 和 二 各 时 ， 满 足 初 始 条 件 
Pp1(%0) = 0, Pi(%N0) = Y0, », G1 tN0) = Y6" 1. 


第 三 意 习 题 
1， 方程 9?+p(%)y' 十 g(x) %= 0 中 的 灰 2 和 gC%) 在 [a，b] 上 连续 , 且 


g(x) <0. 试 证 ， 对 于 方程 的 任 一 非 堆 解 9 一?(27 ,西数 7 el PX A g(x) yx) 
严格 单调 递增 
2. 在 条 形 区 域 4 之 + 过 5 ,4 所 +co 内 ， 假设 方程 (3. 1) 的 所 有 解 都 唯一 ， 对 其 
中 任意 两 个 解 芒 (%D)， 包 (X%)， 如 果 有 入 (%o)< 必 为 (%)， 则 必 有 3 (YX)< 导 为 (% 7) 
3. ff(XY) 定 义 在 (一 0， 十 co) 上 ， 且 有 |f(%1) —f (%)|<N|IY%1—%|,N<L, 
试 证 明 方 程 f(%)= % 只 有 一 个 解 . | 
4 ， 设 画 数 了 (%*,y) 在 区 域 ， 
GLTAb, <YyL+o0 
上 对 % 连续 ， 对 ?4 的 偏 导 数 处 处 存在 ， 且 
0 <mfy(%, 9y)<M, 
试用 逐次 逼近 法 证 明 方 程 f(%,y)= 二 0 在 4 和“ 志 b 上 有 上 且 仅 有 一 个 连续 解 ， 
5 设 忆 为 403 平 面 上 的 一 个 区 域 ， 画 数 人 (%， 3) 在 D. 上 连续 ， 且 对 是 单调 非 


增 ， 则 方程 4 二/(%,y) 的 右 行 解 恒 由 初 值 唯一 确定 ， 


6. 方程 9 =/(*%,9) 在 RR | % 一 和 | 委 4， wy 一 入 | 二 5 上 连续 目 满足 李 氏 条 
件 . 此 外 ， ma | fs ho)| = Mo No CA 二， 则 方程 解 的 存在 区 间 为 : 
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2 
TO pl 


1 ml+T2) ] 


.rr 
CX%0 一 h，X%o 十 亡 ] ， 上 其 中 h=min | 4 ， 五 Ny. 


17， 设 2=“() ，》 一 (2) 分 别 是 方程 和 f(t, 9) 与 G2 =g(t y ) 满足 同 


一 初始 条 件 
0 (ts ) 二 了 Ce) 


的 两 个 解 ， 求证 和 ( 提 一 3 人 的 2 帮办。 
8， 设 丽 数 了 (%,y) 在 0323 平面 的 区 域 G: 
CXLb, —oAY<A+o 
上 连续 . 求证 : 若 》=91(%)，2》= 二 8s(%) 是 方术 
GY =f (4,y) | / (E) 


的 过 同一 点 〈% ,yo》 的 两 个 解 ， 且 在 (0G,65) 上 有 81(2)<92(%), 则 域 G 之 介 于 
yy 一 91(%) 与 二 92(%) 间 的 部 分 被 ( 玉 》 经 过 〈(%0 ,Yo) 的 解 所 充满 . 
9， 试用 贝尔 曼 不 等 式 证 明 : 2 
=f/(%,y). (*) 
如 果 (1) 大， ，) 于 区 成 内 连续 且 满 足 李 氏 条 人 人， 
(2 ) = 红 %) 是 方程 (* ) 的 定义 于 4 之 4 委 六 上 的 解 ， 且 加 二 9(%o); 见 
对 于 e>>0， 恒 存在 5(e)>> 0 ,使 得 对 任何 适合 
1RC2 »)|<6(e) ((% 9)6D) 
的 连续 画 数 尺 (2% ,yy )， 和 
5 =/ (#9) + RY 9) 


的 满足 条 件 》(%) = 名 的 解 了 = 9 (2 在 @ 之 之 5 上 有 定义 ， 卫 
gx) —9C)| <e. 


10. 已 知 方程 
dy 
jz™ Sn(%y). 
试 求 
| 2 ，%0 ， oo) | [ O(N, ys ,mh) 
CXo Mo 一 0 ，. ON6. J%0 二 0 


0 三 0 : z y=0 


~ 11.， 设 9(% ,%o ,%) 是 初 值 问题 


y (%0) = Yo 
的 解 ， 试 证 明 


oP( 2 多 ) %o0 ， >o) ， EP(%, (Xp 和) 一 0 . 
CXo Oo 
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第 四 章 ”线性 人 微分 方程 


在 微分 方程 理论 中 ， 线 性 方程 通 稼 是 被 列 为 加 以 特殊 研究 的 一 类 方程 . 因为， 一方 
面 ， 它 在 物理 ， 力 学 ， 工 程 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 例 如， 机 械 系统 及 电磁 系统 中 很 多 
问题 均 可 归结 为 这 类 问题 的 研究 ; 为 一 方面 , . 它 的 理论 已 发 展 比 较 完整 .是 研究 非 线 性 
方程 的 基础 .特别 是 ， 它 与 初等 代数 联系 密切 ， 几 乎 涉及 到 它 的 全 部 内 容 ， 例 如 ， 因 式 
分 解 ， 求 根 公 式 ， 方程 组 理论 以 及 行列 式 知 识 等 等 ， 因而 通过 本 至 生 习 ， 兴 于 初 窜 代 数 
的 有 关内 容 无 疑 地 将 起 到 巩固 与 加 深 理 解 的 作用 . | 

本 章 主 要 介绍 线性 方程 的 一 般 理论 和 党 系数 线性 方程 的 解法 ， 此 外 ， 还 要 对 它 的 应 
用 ， 老 级 数 解 法 及 解 的 振动 性 质 作 简单 的 介绍 ， 


$ 4.1 线性 方程 的 一 般 性 质 


在 介绍 线性 方程 一 般 性 质 以 前 . 先 来 研究 一 个 实际 例子 ， 
” 设 有 一 简单 电路 ， 如 图 4.1 所 示 ， 它 由 四 个 
元 件 组 成 .其 中 电动 势 召 ,电阻 尺 ， 电 感 志 的 作用 
在 第 一 章 $ 1.4 中 已 讲 过 了 ,下 面 介绍 电容 器 e ， 
电容 器 的 电容 量 在 此 我 们 也 用 表示 ， 它 所 峙 藏 
的 电荷 量 为 9 .这 时 电容 器 的 两 个 极 板 分 别 带 着 
等 量 但 符号 相反 的 电荷 极 板 间 的 电位 差 等 于 


Be=— 


图 4.1 此 外 ， 党 电路 中 流 过 交流 电 时 ， 电 容 妖 极 板 上 的 
电 彩 量 以 及 符号 均 随 时 间 发 生变 化 . 根据 电流 定义 ， 这 时 有 


根据 基 尔 霍 夫 (Kirchhof f ) 定律 ， 在 亲 合 回路 中 全 部 元 件 的 电位 关 的 代 开 和 等 
于 竺 ， 即 


E— RI- 开锅 -二 40 


整理 后 可 得 
-9 和 二 Ri+——q= E, / (4.1) 
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考虑 到 -8 一 (4.1) 式 可 写成 


Lad°g dg qd 
Lr 十 玉 一 一 at A -一 -一 已 ， (4.2) 


于 是 ， 得 到 了 关于 电荷 量 4 的 方程 . 


如 采 式 〈4.1) 两 闹 对 二 求 导数 ， 并 假设 E 是 节 量 ( 耳 流 电 压 ) ， 则 可 得 关于 电流 


的 方程 z 
z 一 0 (4.3) 


下 面 再 介绍 一 个 力学 上 的 例子 .生产 实践 中 很 多 的 机 械 振动 问题 都 归结 为 弹性 振动 
的 研究 . 下 面 介 绍 弹 短 振动 的 一 个 典型 例子 . 设 有 一 个 弹性 系数 为 c 而 自然 长 度 为 1 的 
弹 咎 坚 直 区 扶 着 ， 它 的 上 员 固 定 ， 下 员 系 以 里 量 为 的 物体 ， 现在 来 求 该 物体 的 运动 微 
分 方程 式 . 
没 物体 运动 时 受到 的 介质 阻力 与 它 的 速度 成 正比 ， 上 比例 系 数 为 上 之 0 ， 施 加 于 物体 
上 的 外 力 为 (t)， 为 简单 起 见 ， 取 通过 悬挂 点 的 直线 为 0% 轴 ， 辣 下 方向 为 正 向 ， 物 
体 的 平衡 位 置 取 作 坐标 原点 0 ， 设 2 开 示 在 时 刻 才 弹 筑 的 伸 长 ， 而 ? 表示 弹 签 的 静止 人 
长 ， 即 弹 繁 季 重 物 后 的 长 度 与 其 自然 长 度 之 差 ， 则 
4 二 十 多 Y 或 4 一 4 一 %， 
其中， 和 表 下 物体 在 # 轩 齐 的 四国 信和 04.2》 了 个 加 一 宪 


律 知 ， 五 mma, 其中， m=- 是 已 知 物体 的 质量 ， “at 


,之 体 的 加 速度 ， 而 古 是 作用 于 物体 上 的 合 外 力 . 
”这 时 , 合 外 力 由 如 下 儿 部 分 构成 ，1) 弹簧 的 恢复 力 ， 依 虎 克 
: x 定律 它 等 于 一 ct; 2 ) 物体 所 受到 的 重力 = c 4 ; 3 ) 从 质 的 阻 
“上 力 RR 一 一 ho， 其 中 ，。 一 和 是 物体 的 速度 ;4 ) 外 力也 ; 即 
Pr 


Feo_errcY 一 9 二 了 (1 三 一 CY 一 pS - +f (t). 


因而 ， 县 后 可 得 已 知 帕 休 的 运动 微分 方程 

图 4.2 m+ t= 7 (1) / z (4.4) 
它 所 描述 的 是 该 物体 在 外 力 矿 ( 轨 的 经 管 作用 下 的 运动 ， 故 秘 阻 尼 强 迫 振 动 . 

实验 表明 ， 这 时 已 知 物体 在 平衡 位 置 附近 振动 ， 但 是 ， 要 从 数量 关系 上 弄 消 楚 ， 倒 
底 是 怎样 振动 的 〈 位 移 和 时 间 的 关系 ) ? 频率 如 何 ? 周期 等 于 多 少 ? 运动 状态 和 阻尼 关 
系 怎样 ? 当 物 体 受 到 外 力 ( 瞬 时 作用 与 经 常 作用 ) 时 ， 运 动 状况 如 何 ? 还 有 所 谓 共 振 现 
象 等 等 〈( 对 于 系统 (4.2)，(4.3) 也 可 以 提出 一 系列 类 似 问题 ) . 为 了 回答 这 一 系列 问 
题 ， 必 须 对 这 类 方程 进行 深入 地 研究 ， 包 括 蔗 究 这 类 方程 的 解法 及 解 的 性 质 等 等 . 

不 难 发 现 ， 不 论 方程 (4.2)， (4.4) 还 是 (4.3) ， 都 具有 一 个 明显 的 特 氮 ， 恕 是 在 这 
些 方程 中 关于 未 知 画 数 及 其 导数 都 是 一 次 的 . 因此 ， 这 些 方程 称 为 线性 微分 方程 式 . 又 
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由 于 出 现在 上 述 方程 中 的 导数 的 最 高 阶 数 为 2 ， 和 代数 方程 类 似 ， 我 们 称 上 述 方程 为 二 


阶 线性 微分 方程 . 
作为 例子 ， 还 可 以 举 出 更 多 的 线性 方程 ,如 

%2492 十 %41 + (NX—N2) Y= 0 (4.6) 
本 
| 

4 一 YY4 一 0 (4.7) 
都 是 二 阶 线性 方程 ， z 
而 . 四 

2 一 3492 十 9497 十 133 一 0 (4.8) 
与 

47--64927 十 5 有 一 一 36X 十 5 入 (4,9) 
都 是 三 阶 线性 方程 . 


一 般 说 来 ， 刀 阶 线性 微分 方程 〈 或 简称 妈 阶 线性 方程 ) 具有 如 下 形状 ， 
QOCKXIV TD 十 GTX 十 十 CO 1 CX FGAAXIY=P XY. (4.10) 
如 果 go(%) 在 某 一 区 间 (&， 2 ) 上 恒 不 为 宫 ， 用 gaol%) 去 除 (4, 10) 式 两 强 ， 便 本 
得 到 形 如 
RT CD3or tpn + PnY) = 7 (%) (4.11) 
的 方程 ， 其 中 


pr(%)= Gh (k=1,2,. ,4), ff (4) = 人 2 . 


如 无 特殊 再 明 ， 我 们 总 假设 Zeo(2) 元 0， 因而 ， 为 简单 起 见 ,以 下 我 们 仅 研 究 形 如 (4.11 ) 
的 方程 ， 
定理 4.1 如果 方 程 (4.11) 的 系数 加 (X) (k=1,2，,: 及 其 有 站 国标] 区 
(CC，5) 上 有 定义 且 连 续 ， 则 对 于 (& ，2) 上 的 任 一 %o 及 任意 给 台 定 的 0,91 … 

yo m1)， 方 程 (4.11) 的 满足 初始 条 件 

多 一 和 0》 y= ?70， yy! 一 yo， ”9 y yo nn (4.12) 


的 解 存 在 且 唯 一. 
证 明 ”将 方程 (4.11) 改写 成 
多 = JCY 一 加 (23 一 一 -12 一 力 。(X) = 
~ 一 外 (MY 2 ,1 )., (4.11 ) 


根据 假设 、 不 难看 出 ， 图 数 F(%， ,y's 6m ) 在 区 域 
R, a<%<b, 13|<+%, 19' | 之 +o%， .， 9 to 
上 连续 . 由 于 RR 是 开 域 , 故 总 存在 一 闭 域 四 
D: x<XY<pi 19|<y, 19' |<y1, 9 Es 1| yn1s . 
谈 得 一 方面 它 包 合 有 初始 条 件 (4.12) 所 确定 的 点 ， 同 时 它 本 身 又 完全 被 包含 在 尺 之 
中 ， 
由 假设 知 ， 丙 数 忆 (Ye 1) 在 R. 上 ， 从 而 在 DD 上 连续 ， 同时 ， 还 由 于 
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oF 
OV Rk) 
在 Ca，B ] 上 连续 ， 故 该 画 数 在 DD 内 对 儿 ，9》'…，2'"1 满 足 李 普 希 北 条 件 , 因而 ， 
根据 定理 3.6 ， 方 程 (4.11') 或 (4.11) 满 足 条 件 (4.12) 的 解 存在 且 叭 一 。 
和 一 阶 方程 类 似 ， 可 以 证 明 方程 (4.11) 的 由 初始 条 件 〈4.12) 所 确 宗 的 解 在 其 系 
数 peCX) (=1,2,… ,9) 和 fA(Y) 之 连续 区 间 (4. 2) 上 存在 且 唯一 . 
如 无 特别 声明 ， 在 下 述 讨论 中 ， 总 认为 (4.11) 的 系数 力 e(CX) (=1,2,…,%) 及 其 
右 端 西数 /(%) 在 (4 ，6b) 上 连续 ， 从 而 ， 方程 〈4.11) .之 满足 条 件 〈4.12) 的 解 在 
整个 区 间 (CC，8) 上 总 存在 且 唯 一 
如 果 /(《%) 在 (4,，4b) 上 恒 等 于 需 ，(4.,11) 将 变 成 
YD 十 力 1(X% 3 1 pn XY PNY=0 (4.13) 
的 形状 . 方程 (4.13) 称 为 % 阶 线性 齐 次 微分 方程 (或 简称 % 阶 齐 次 方程 》, 与 此 相 
应 ， (4.11) 称 为 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 〈 或 简称 色 阶 非 齐 次 方程 ) 。 有 时 ， 为 了 叙 
述 土 的 方便 ， 还 称 (4.13) 为 (4.11) 的 对 应 的 齐 次 方程 . 例如 ，(4.4) 为 二 阶 非 齐 次 
方程 ; (4.3) ， (4.6) ， (4.7) 为 二 阶 齐 次 方程 ; (4.8) 为 三 阶 齐 次 方程 ，(4.9) 
为 三 阶 非 齐 次 方程 . z 
为 了 今后 在 书号 上 的 方便 ， 引 入 下 述 符 号 
ZJ 一 多 人 PKI +t pn XNY "+ pn(%)Y, (4.14) 
(4.14) 称 为 线性 微分 算 子 . 
使 用 符号 〈4.14) ， 非 齐 次 方程 (4.11) 可 改 与 成 
~ LEy]= /(%), : 


— pnp(%) (k=1,2,.. ,7%—1) 


齐 次 方程 可 改 与 成 
E 了 LO 包 =0. 
算 子 具有 如 下 性 质 . 
1. 常数 因子 可 以 提 到 算 子 符号 外 面 ， 
LiEY)= ELLY). 
实际 上 ， 
LLRYI=CEYI + PXICRYI TD + ee pn_1CXICRYY' + pnCXICRY) 
—kym + REPOXIV TT + .thiX)Y' +R YX) 
CE AC 
=kLCY). 加 
2. 算 子 作用 于 两 个 画 数 和 的 结果 等 于 算 子 分 别 作用 于 各 个 画 数 的 结果 之 和 : 
LEy1+»2J= Ly + Ly 
实际 上 ， 
LYy1+ 2j= C9 92 tPACDI 2 + +PIXINAYI+ YY) 
’ tha XY + S21 
yD PKI VD pn KI DAXIY I Ya 
十 力 1(X)9a tt p+ PN 
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= LCy1]+ LEY2]. 


$4.2 nn 阶 线性 齐 大 微分 方 各 


我 们 先 来 研究 线性 齐 次 方程 
YO 十 加 1(X 9 1 十 十 办 1(CX)3 7 + pr)Y=0 (4.13) 
的 一 般 理 论 . 
1” 由 线性 算 子 的 性 质证 明 线 性 齐 次 方程 〈4.13) 的 解 的 如 下 性 质 : 
(1) 如 果 491 是 (4.13) 的 解 : 
L[y1J=0, 
则 对 任意 常数 c ， 画 数 
光一 CY1 
也 是 方程 (4.13) 的 解 . 
实际 上 ， 
L[cey1)J=cL[Y 1), 
由 假设 知 ，L[y》1J 三 0， 故 有 
L[cy1)=0. 
(2) 如 果 yi，92，…， 名 是 (4,13) 的 解 ， 则 对 任意 % 个 常数 C1，C2，… ,ci 
线性 组 合 : 


3 一 C141 十 Caya 十 … ‘+ Cn n= Serye 


也 是 (4.13) 的 解 . z 
实际 上 ，, 因 ypCk=1,2,…,%) 为 (4,13) 的 解 , 押 以 有 LL9pJ] 三 0 (k=1,2,",%)， 
从 而 : 
LC Serye)s SLCcryes EL, 
只 
Y=C191+ Cd2 tt Cn n 
是 (4. 13) 的 解 . 
由 性 质 (1 ) 及 性 质 (2) 可 以 立刻 看 出 ， 齐 次 方程 (4.13). 的 解 集合 构成 了 一 个 
线性 空间 . 
例 1. 易于 验证 汞 数 1 二 -c08%*， 少 ,二 sin% 蚌 方程 
”+y=0 
的 解 。 因 而 ， 依 性 质 ( 2 ) ， 画 数 
= -C1008% + C2 SIn% 
也 是 原 方程 的 解 ， 其 中 c1，cz 是 任意 常数 . 
2。 在 证 明了 性 质 〈2 ) 之 后 自然 要 问 ， 如 果 ?91，292，…，4n 是 (4.13) 的 2 个 
解 ， 则 含有 即 个 任意 常数 ci, Cs，:…，mn 的 方程 (4.13) 的 解 
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一 C131 十 Co 和 2 十 十 Cn 
是 否 就 是 齐 次 方程 (4.13) 的 通 解 呢 ? 为 回答 这 一 问题 ， 我 们 首先 来 介绍 画 数 组 在 已 知 
区 间 上 线性 相关 和 线性 无 关 的 概念 . 
定义 4.1 画 数 9;，yz，…，ym 称 为 在 区 间 〈C&，D) 上 是 线性 相关 的 ， 如 果 存 在 
一 组 不 全 为 需 的 常数 ci，cxz，…，wr， 使 得 
ci41 十 cagz 十 十 dong 一 0 (4.15 ) 
在 (GZ， b ) 上 恒 成 忆 ， 反之 ， 则 称 本 数 1， $2， **， Yn 在 区 间 (@， 5b) 上 线性 无 关 . 
由 定义 不 难 推出 如 下 的 两 个 结论 | 
(1) 在 画 数 91，92，…，9%7 中 如 果 有 一 个 画 数 ， 例 如 9 在 (4，2) 上 恒 等 于 震 : 
98 三 0 (CG<Y<DO) ， 
则 91，y2，…，%r 在 (4,，5) 上 线性 相关 (自然 要 假设 9i0=1，2，…， 幼 在 (CO) 
上 有 定义 ) ， 
实际 上 ， 对 任 一 Q4 闫 0， 及 Qi 二 Q2 二 … 二 Qkp_1 二 Qk 十 1 三 二 Qn 二 0 (4.15) 式 在 
(4，b) 上 恒 成 立 ， 依 定义 4.1，391，92，…，9%r 在 (G，0) 上 线性 相关 ， 


(2) 对 于 两 个 西数 y1，y 它们 在 区 间 (C， 纺 上 线性 无 关 相当 于 比 式 -区 -在 (CD) 


于 不 恒 短 于 常数 . 
证 明 (有 反 证 法 ) .如 果 有 
3 二 c (a<%<0b), . 
其 中 c 是 某 一 常数 . 
上 式 相 当 于 


91 一 CJ2 三 0 (GaN), 


这 显然 与 1，9》2 在 (4，58) 上 线性 无 关 的 假设 政 秆 . 
例 2. 图 数 》1= 二 6e”，》2=@ 在 任意 区 间 上 都 是 线性 无 关 的 . 
实际 上 ， 此 式 


在 任意 区 间 上 成 了 江 . 

同样 可 以 证 明 ,，》 1 二 eos%，》2 二 sin% 在 任意 区 间 上 都 是 线性 无 关 的 . 

例 3， 画 数 y1= sin2%，22 二 608 2?%， 儿 3 二 1 在 区 间 〈 一 co， 十 co) 上 线性 相关 。 

实际 上 ,车 取 Q1= 二 1，Q2= 二 1，Q3 三 一 1.， 则 有 

1.sin2%+1:6082%+(—1)'! 汪 0 (一 co<<CMXY<C+oco) ， 

依 定 义 4.1， 已 知 丽 数组 在 (一 2，+ ceo) 上 线性 相关 

下 面 我 们 来 建立 线性 相关 与 线性 无 关 的 判别 法 则 ， 为 此 先 引 入 下 面 定义 、 

定义 4.2. 设 画 数 组 91，y%2，…，4Jr 中 每 一 个 JR (ER 王 1 2 9%) 均 有 和 一 1 阶 导 
数 ， 则 称 行列 却 加 
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4 1 ?2 站 Yn 


| 

] 

! 1 ,.， | 

W(x)=1 > 多， | 
gD gD ge 


为 已 知 画 数 组 的 朗 斯 医 (‘Wronski) 行列 式 (或 简称 朗 斯 基 )) . 
画 数 组 的 朗 斯 基 有 如 下 性 质 : 
定理 4.2. 如 果 画 数组 1，》2，*…，2 在 区 间 (CC，2) 上 线性 相关 ， 则 它 的 朗 斯 
基 在 (G4，8) 上 恒 等 于 需 ， | 
证 明 ”根据 假设 ， 存 在 不 同时 为 需 的 2i(? 二 1,2,… ,%)， 使 得 
CDi ya tt D0, (C<Y< DO) ， 
僻 分 上 述 恒等式 一 1 实 ， 得 到 儿 售 得 款 _ 
CVT GD YnS0, 
2141 十 0C292 二 十 201 0, 
a1y!"- D 上 aagg D4. .+a 5o- D 王 0. 
上 述 方 程 组 是 关于 ai; 的 齐 次 方程 组 ， 它 的 系数 行列 式 恰 是 已 知 画 数 组 的 朗 斯 基 ， 由 假设 
知 ， 对 (& ，5 ) 的 任 一 , 它 均 有 非 奢 解 ,因而 ， 根据 代数 中 的 齐 次 方程 组 的 入 恬 ， 它 的 
系数 行列 式 对 任 一 4 雪 等 于 需 ， 即 


1 4 2 次 抽 Yn 
(= 
Cn—1) YA" I) 加 时 信人 一 工 ? - 


在 (ZE，) 上 恒 成 六 .证 毕 . z 

推论 1， 如果 画 数 组 多 ;，y%，，J 的 朗 斯 基 在 区 间 (4，68) 上 某 一 点 Xo 处 不 等 
于 雳 , 多 (Xo) 了 关 0， 则 该 丁 数 组 在 (a; 8) 上 线性 无 关 . l 

实际 上 ， 如 果 线 性 相关 ， 则 依 定 理 .4.2， 必 有 歼 (X%) 寺 0， 这 一 矛盾 证 明了 上 上 述 结 
例 4. 画 数组 e*1*，e*a*，.…，e***，. 其 中 当 ?天 j 了 时 , ?i 天 4;， 在 任意 区 间 
(4，b) 上 线性 无 关 . 

证 明 ， 己 知 疼 数 组 的 朗 斯 基 为 


和 四 4 BC ou. @*nX | | 
i118 XX A1@*a% 1 Cin : 
了 CO) 一 | » 
je 1 1X As-1i@raX,.., . .Ai@*nY, 
l ] wk! 
prit2 二， 十 大， = | 4 42 An 
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上 述 最 后 的 行列 式 为 著名 的 范 德 蒙 (VYandermond) 行列 式 , 由 代数 知道 , 它 等 于 
用 (4i--4 ) ， 由 假设 知 1 天 ii (入 7) ， 故此 行列 式 不 为 需 ,， 从 而 琴 (x) 天 0 ， 册 


Ts 


推论 1 ， 已 知 范 数组 在 (4G，28) 上 线性 无 关 . 证 些 . 

我 们 指出 ， 由 上 述 定理 给 出 的 条 件 WCX) 三 0 只 是 画 数组 91，3y2，…，3x 在 某 区 
间 (g@，5) 上 线性 相关 的 必要 条 件 ， 但 它 不 是 充分 条 件 . 这 可 由 下 例 看 出 . 

例 5. 设 有 函数 组 / / 
0， 光 之 0， 


(15%2， 克之 0， 
1, ¢<0, 多 一 %Y<<0 . 
尽管 
%2 
W( ) 一 2 0 三 0 (%>0 )， 
W(x)= 9 = (%<0) ， 
0 24 


天 ， 对 所 有 ,和 恒 有 W(X) 二 0， 但 为 ， 和 在 (一 CO， 十 00) 上 是 线性 无关 的 
为 此 只 须 证 朋 ， 要 使 等 式 
Z171+X232 一 0 
对 【一 cp， 十 co) 上 的 一 切 多 成 立 ,必须 取 201 二 2 = 0. 头 际 上 ， 背 取 中产 0， 对 十 X 之 0， 
有 
2X141 上 uag2 一 C1%2 十 Ca0 一 CI1%2， 
它 显然 不 能 在 (0， 的 上 ， 从 而 不 能 在 〈 一 se，+ce) 上 恒 等 于 寡 . 同样 ， 对 cz 天 0 
也 可 以 得 到 类 似 结 
我 们 指出 ， 如 果 贡 数 纪 21，32，…3x 是 〈4.13) 定义 在 (Z，20) 上 的 2 个 解 ， 这 
时 它 的 朗 斯 基 在 (4，5) 上 恒 等 于 雳 将 成 为 该 解 组 在 (Z，2) 上 线性 相关 的 充分 条 件 . 
这 可 由 下 述 定 理 推出 . | 和 
定理 4.3 ”如 果 乡 !，》2，…，2n 是 方程 (4.13) 定义 在 (4,， 8) 上 的 % 个 线性 天 
关 解 ， 则 它 的 朗 斯 基 z : 
W(X)F0 
在 (4，68) 上 恒 成 立 . 和 
证 明 〈 反 证 法 ) . 设 厂 (x%o)=0 (gq 之 Xo 过 9) ， 首先， 作 方 程 组 


Cl191(%o) 十 Caga(%o) 十 十 Pan(Xo) 一 0， 
C191(%0) 十 C2Y2 (Xo0) 十 十 Cnyn(%Yo) 一 0， 


| gf (#0) 十 ca3 "(NX0) 十， + Cn (Ko)= 0. 
由 于 上 述 方 程 组 系数 行列 式 W (%o) 三 0， 故 它 有 非 雳 解 ， 
Co0) ， C 人 0) ，  ， ec) | (Co) 不 全 为 霍 ) , 


构造 解 1，》2，…，2n 的 线性 组 合 
Y=CIY+HCL 32 十 十 Co Vn. 
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根据 方程 (4.13) 解 的 性 质 (2 ) 它 是 (4.13) 的 解 ， 又 由 于 
JCYo) 一 Ci YINX0) TCE Ya NO) Te CAD Yn(Xo0)=0, 
9 (Fo)=cr 91(N0) 十 Cd YNXo0) + +e 4 (Yo) 一 0， 


YD No = YI (Ko) 十 CS) 人生 (Xo) +t oO yr -7 (4%o) 一 0， 这 到 
有 明 ， 已 知 解 满足 初始 条 件 : 
和 二 Vo, 4 一 0， 一 0， 人 一 0. 
但 方程 (4.13) 的 解 X%) 夺 0 也 满足 上 述 初始 条 件 ， 故 ， 由 解 的 唯一 性 ， 立 刻 可 得 
OCX) 一 Cf0231 二 Ca02%2 十 … 十 Cs Yn0 (CC<Y<O)， 
由 于 ci ，C ，…，075) 不 全 为 需 ， 这 显然 与 已 知 解 组 在 (CEC，2) 上 线性 无 关 相 矛 
盾 . 证 些 . 
由 定理 4.3 立刻 有 如 下 推论 . 
推论 2. . 设 91，?92，…9.: 是 方程 (4.13) 定义 在 (4，2) 上 的 2 个 解 ， 如 果 存 在 
Xo ,0)， 使 得 它 的 朗 斯 基 
- W(X0)=0, 
则 该 解 组 在 〈《&，2) 上 线性 相关 . 
明 .实际 上 ， 如 未 不 袋 ， 由 yy1，9a，…y%z 在 (5，2D) 上 线性 无 关 的 假定 ， 依 定 
理 4.3 可 推出， 在 (4，5): 上 恒 有 : 
/ W(X)A0., 
这 一 了 矛盾 证 明了 该 解 组 在 (CC，20) 上 线性 相关 . 
滩 论 5。 方程 (4.13) 的 % 个 解 多 1，392，…，Jn 在 其 定义 区 间 〈C， 5) 上 线性 无 
关 的 充 要 条 件 是 , 在 (4，6) 上 存在 点 %。， 使 得 它 的 良 斯 基 W(x0)#0. 
充分 性 ， 如 果 矿 (wo) 才 0， 则 1，92，…，yn 在 (4，b) 上 线性 无 关 . 
实际 上 ， 如 若 不 然 ， 设 91，?5，…， 和 在 (4a，5) 上 绵竹 相关 ， 则 依 定 理 4: 2， 
在 (4,，b) 上 必 有 W(x) 寺 0， 这 本 盾 正明 了 充分 竹 的 入 
必要 性 . 如果 yi，792，…，9 和 在 〈C，D) 上 线性 无 关 。 则 在 (4,，58) 上 存在 点 
Yo， 使 得 
全 (xxo) 天 0， 
实际 上 ， 如 上 不 然 在 (a,b) 上 恒 有 W(*)=0， 则 1， yz，。… ,a 在 (4,5) 上 线 
性 相关 ， 了 矛盾. 证 些 . : 
顺便 指出 ， 自 上 述 讨 论 可 立刻 推出， 方程 : (4.13) 的 包 个 解 了 1，92，…，2n 的 朗 
斯 基 在 其 定义 区 间 上 或 恒 为 雾 或 恒 不 为 需 〈 即 ， 若 在 某 一 点 处 等 于 需 ， 则 必 在 整个 区 间 
上 等 于 需 ; 若 在 某 一 点 处 不 为 雳 ， 则 必 在 整个 区 间 上 恒 不 为 壳 ) . 
由 上述 推 论 还 可 以 得 到 ,如 果 【(4,13) 的 色 个 解 在 (&，2) 上 线性 无 关 ， 则 它们 在 
(g,， 50) 的 任意 村 区 间 上 也 线性 无 关 ， 这 是 显而易见 的 ， :. 
定义 4.5 方程 (4.13) 的 定义 在 (4, 53) 上 的 % 个 线性 无 关 解 称 为 (4.13) 的 基本 解 
组 . 
例 8.， 例 1 曾 搬出 91= cos%，》2= sin% 是 方程 9 + 0 的 两 个 解 ， 由 于 
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COS% Sin% 
W(X%)= = 10 
一 SinY 608%| 
在 (一 coo， 十 co) 上 幅 成 立 ， 该 二 画 数 是 已 知 方程 在 (一 2，-+ oo) 上 的 二 线性 无 关 的 
解 ， 因 而 是 已 知 方程 的 基本 解 组 .不 难看 出 ， 对 于 任意 的 非 需 的 常数 ， 图 数组 
y= keos%, ,= E sin% / z 
均 是 已 知 方程 的 基本 解 组 . 
有 了 基本 解 组 概念 ， 进 而 就 可 以 弄 清 楚 线 性 方程 的 通 解 的 结构 了 了. 
定理 4.4( 基本 定理 ) 如 果 ?1，y9z，…，4 和 是 方程 (4.13) 的 基本 解 组 ， 则 
y=C1Y1 C22 + + onyn / (4.16) 
是 (4.13) 的 通 解 ， 其 中 ，c1，C2，…，Cn 是 任意 常数 . 
证 明 ， 首先 ,根据 方程 (4.13) 解 的 性 质 (2 ) ， (4.16) 是 (4.13) 的 解 . 
其 次 ， 我 们 可 以 证 明 ， 适 当地 选择 c1，c2，…，cn， 可 使 (4.16) 成 为 (4.13) 的 
任意 解 ， | | 
设 %%) 是 (4.13) 的 一 个 任意 解 ， 并 且 满 足 条 件 : 
YX0)=Y0, YK0)=Y0, YP 1 (Yo) 一 om . 
作 方 程 组 
yo 一 Ci191(%0) 二 czga(2o) + tC Yn(Xo), 
y=C19T (KN0) + CYL (No0) + + Cnyn (Yo), 
yD og" -DD (Xo) +C2yS" DD (Yo) 十 … 十 CnJe (%0). 
由 于 它 的 系数 行列 式 是 方程 《4,13) 的 基本 解 组 的 朗 斯 基 在 % =%。 的 值 , 故 它 不 为 军 . 
因而 ， 上 述 方程 组 关于 c1，c2，…，Cn 可 解 . 令 其 解 为 ct，C2 9， co ， 用 
cf (1,2, ;4) 代替 (4.16) 式 中 的 ci(2= 二 1,2,,…,%) ， 得 到 
一 cf Jo 十 十 Cr ga (4.16)!' 
我 们 来 证 明 9= (CX). 实际 上 ， 首 先 因 为 它 是 (4.13) 的 解 ， 其次， 由 于 
/ 90 一 cfo?91(Yo) 十 803a(%0) 十 … 十 ok Yn(%0), 
y =o yy Xo) eS YN) + + oY, (Yo), 
YL") cl yD (Yo 十 Co VED (Yo 十 十 CO YD (No) 
表明 (4.16)”′ 满足 初始 条 件 | / / 
YX0)=Y0, Y' (V0)=y0, *'', yo 1 (NX0)=y0" ", 
因而 ， 根 据 唯一 性 定理 ，9 三 2(%)， 即 
YX)EcL 91 二 CS 十 十 Cr Vn. 
证 尘 ， 
上 述 定理 表明 , 方程 (4.13) 的 任 一 特 解 均 可 表 为 它 的 色 个 线性 无 关 的 特 解 的 线性 
组 合 . ~ 
例 7 已 知 方程 
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4 一 = 三 0， 
容易 验证 ， 画 数 多 ;= er，y2=ex 是 上 述 方程 定义 在 (一 cc， 上 +co) 上 的 二 线性 兆 关 
时 解 ， 央 而 
y=C16” 十 CE 
征 它 的 通 解 ， 其 中 c1!，c; 是 任意 常数 . 
根据 基本 定理 ， 不 难得 到 如 下 
推论 4 ”及 阶 齐 次 方程 (4.13) 的 线性 无 关 解 的 个 数 不 超 过 多 个 . 
证 明 人 设 9，92，，9n， n+1l 是 (4.13) 的 任意 2 + 1 个 解 ， 如 果 ， 它 前 及 个 
解 是 线性 相关 的 ， 则 上 述 和 2 + 1 个 必 线 性 相关 . 实际 上 ， 这 时 有 
CY Aa ynE0, CC< < D， 
其 由 ，xi 0 三 1,2， 9) 不 全 为 堆 . 在 上 式 左 端 加 一 项 0 .% + 1， 则 恒等式 
ACY Ys + ny 十 0 和 1 三 0， a<%<b, 
仍 成 六 由 于 @&， 个 全 为 守 ， KY 2 Yn y+1 ffE (G4，0) 上 线性 相关 ， 
如 用 1， 外 2，…，Jn 线性 无 关 ， 则 依 基 本 定理 ， Js+ 1 可 表 为 ?1， ?2 ,Yn 的 
ypc yy， So 9 00 yi 
CI YI1+CEO YF + CLO yn my,+1=0, CC<Y<<DO， 
这 去 月 存在 一 组 不 全 为 雾 的 常数 cf >， 0 了 1 而 使 上 式 在 (G4，0b) 上 人 恒 
成 也 ,因而 ， 解 多 ，%2，…，Jn，945+1 线性 相关 . 证 些 . | 
定理 4.5 方程 (4.13) 总 存在 定义 在 (4，6b) (系数 的 连续 区 间 ) 上 的 基本 解 组 ， 
证 明 在 (4,，85) 上 任 取 点 和 % =%， 根据 解 存在 与 唯一 性 定理 ， 在 〈&，2) 上 必 存 
在 4 个 分 别 满足 下 列 初始 条 件 ， | 


二 %o 时 ， z . z 
4 1 一 1 ， "=0 3 1=0 e000, 1" =0,; 
》,.=0,， ?2 一 1， 4 一 0 2 ?3 一 0 
» 0 ， 4 .一 0 4x 一 0 ， "tee 9 Sr D1; 
的 解 - 9 和 ， 0 Yn, . 
由 于 这 如 个 解 在 % = _ 和 点 的 朗 斯 大生 了 列 式 的 值 
1 0  。， 0 
1 0 ] z : 
W (%o) = 0 ak 
0 0 us 1 


因而 ， 六 ,各 ,……， 少 是 方程 (4,13) 定义 在 (4 ,5 ) 上 的 基本 解 组 . 
我 们 者 知道 ， 代 数 方 程 的 要 5 它 的 系数 之 间 存 在 一 定 关系 ， 例 如 著名 的 维 达 定 妇 ， 
与 此 类 似 ， 齐 次 方程 (4,13) 的 解 与 它 的 条 数 之 间 具 有 如 下 关系 
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时 
I in 


定理 4.6 设 光 ,和 为 ， “nn 9 YY 是 方程 


DA TC DL A tpPa_1C%)y' + pra(%)Y=0 (4.13) 
的 任意 名 个 解 ， 隐 (2%) 是 它 的 朗 斯 基 ， 则 对 〈C&,2) 上 的 任 一 芭 二 各 ， 此 有 
一 人 pict)dt 
WX)= W(%o)e (4.17) 
上 述 关 系 式 就 是 著名 的 刘 维 尔 (Liowvillie) 公式 ， 
证 明 . 由 于 
| 人 人 ss sse 》, 
9 Yh ba 
| 


. 
3 


微分 上 述 行 列 式 *” ， 得 : 


Vy l 32…， oesee Yn 
: : 1 Ja…， b'2 
ZX es 
dx 


Ym-2) -27 sy CH) 
YI Ya am， 


依次 用 Pn(%)，Pn_1(%)，…， p(x) 乘 上 述 行列 式 的 前 一 工行 元 素 ， 和 再 将 它们 
分 别 加 到 最 后 一 行 上 去 ， 这 时 ， 行 列 式 最 后 一 行 的 元 素 是 : 
Ca) PAN YE 十， 十 四 1 和 95 十 办 (YXDORE (R= 1，2 ，…#)， 由 于 儿 ， 
先 ，…yn 均 是 方程 (4.13) 的 解 ， 改 可 得 / | 
EACLE CL/ ACOL /ACO 
(k=1,，2, …， 罗 ) . 
再 分 别 用 上 式 右 端 一 D1C%)yk'*1? 去 代替 9 + pa + pn_1C%)Y', + 
+ pn(%) Vk, 娶 忆 可 得 | | 


WW » 和 yn 
ASW) = = pWCY) 
| Vn-2) Yn 2) os YT2) 1 : 


CRM CO LE A 


或 z 
SY + p(XIWCY)S0 . 
从 而 
{Wx)ele Pi(X)d% 下 ， 
所 以 
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pp er ie i ieee = 7 Pp rn re 


eo PW) Wx)=W(so), 
由 此 推出 刘 维 尔 公式 ， z 
WO)=W toc Pir)ds. 


一- Hi 一 一 一 一 = er me re rer eel 


下面 介 绍 行列 式微 分 法 则 ， 设 有 行列 式 


21 1 C0] Gin 
a 他 > > 机 (C2n | 
| a | 
i Gn1 Gn2 Cr 


4 可 视 为 12 个 变量 ai 有 =1,2，…。 ,人 功 的 画 数 ,假设 每 一 个 @ik 均 是 变量 上 的 困 
数 ,并 且 存在 对 的 导数 , <4 直 这 时 ，4 便 是 以 4 为 中 间 变 量 ，# 为 自 变量 的 复 全 


本 数 ， 因而， 为 求 出 4 要 使 用 求 复 合 西 数 的 异 数 的 链 式 法 则 ,这 和 需要 计算 偏 导 数 


Od 


2 为 此 ， 先 将 A 控 第 行 元 素 展 开 ， 香 


4 Ajigii + AiGis + ,Aaa 
其 中 4 让 (RE 王 1,2， ,170) 是 元 案 Qik(h 二 1,2， 9) 的 代数 余子 式 ， 不 难看 到 它 不 包 
含有 元 素 Qik， 因 而 : 


Cd 


.04 4 让 
CC iR 
根据 求 多 元 丽 数 复合 西数 导数 的 链 式 法 则 ， 有 
dd 04d dair 
i=1 (Ba “at = 


加 
总 启 (4 ra) 


我 们 指出 ， (4 从 j 是 一个 阶 行列 直 的 展开 区 , 它 和 于 行列 的 区 别人 仅 是 


十 1 行 元 素 是 已 知行 j 列 式 第 i 行 元 素 的 导数 .如 此 ， 可 得 行列 式 的 微分 法 则 : 行列 式 4 
的 导数 ， 等 于 色 个 行列 式 的 舟 ， 这 妈 个 行列 式 可 由 4 依次 将 第 汪 行 ， 第 二 行 …… 第 % 行 
的 元 素 分 别 用 和 它 的 导数 代 换 后 得 到 , 


将 上 述 法 则 用 于 方程 (4.11) 色 个 解 91。 72，…，n 的 妆 斯 基 的 导数 ， 可 得 


1 4 Vn | 
| 21 »2 », 
本 -Cs ， _ 
% dx 
{2 yy2"™?) 人 
yD yf ye 
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Eh ys yn， 2 »2 Yn 
91 »: 9 1 区 y， 
[ | 
yi 一 马 ) yy3 —22) 用 一 人) | . z La 一 号 ) ys 一 二 ) Jy, 一 他 ) | 
yt -1 yA"-1) yr. -1) |， YE "1) yt -1) yr 1) | 
1 ‘$2 z Vn 
1 Yo on 及， 

二 -十 。。。。 oss so oom sr tre at ora ，， 
ED gE 9 
人 Yy2") oe y") 


不 难 发 现 ， 对 于 上 述 为 个 行列 式 中 的 前 — 1 个 行列 式 的 每 一 个 行列 式 中 ， 均 有 琴行 全 
同 的 元 素 ， 央 而， 依 行列 式 性 质 ， 它 们 均等 于 需 ， 故 最 后 可 得 


Eh 四 Vn | 

0 人 四 人 
AW(X) ee ee 

dx : | 

yt -了 ys" 2) yr 2) | 

yD oy§" yl 


顺便 指出 ， 由 公民 (4.17) 可 以 看 出 ， 若 全 (Yo)=0 ， 则 本 (2%) 在 (4，8) 上 和 恒 为 


雳 ; 如 果 枉 (%o) 夫 0， 则 全 (zx) 在 (CE，28) 上 恒 不 为 雳 . 换 名 话说， 利用 刘 维 尔 公 式 ， 


同样 可 推出 ， 齐 次 方程 (4.13) 的 解 的 朗 斯 基 的 两 条 重要 性 质 : 

(1) 方程 (4.13) 的 解 的 朗 斯 基 例 (x) 如 在 (4，5) 上 菜 -- 点 处 为 才 ， 则 在 整个 
(CE，D) 上 恒 等 于 雳 ; 

(2) 方程 〈4.13) 的 解 的 期 斯 基 W(%) 在 (a, b) 上 某 一 点 处 不 等 于 才 ， 则 在 整个 
(a, b) 上 恒 不 为 雳 . 

下 面 给 出 刘 维尔 公式 的 一 个 简单 应 用 ， -对 二 阶 线性 齐 次 方程 

”+X +q(%)y = 0， 

如 果 已 知 它 它 的 一 个 非 雳 特 解 y , 依 刘 维尔 公式 用 积分 的 方法 可 求 出 与 1 线性 无 关 的 另 一 
个 特 解 ， 从 而 可 求 出 它 的 通 解 . 

设 3 是 已 知 二 阶 齐 次 方程 不 同 于 1 的 任 一 解 ， 根 据 公式 〈4.17) ， 则 有 


| 六 ?| = ce 
yy 
或 
y19'— yy =e0 | RI 
为 了 积分 上 还 
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pe pp ee en 


(3 
3 1; 


由 此 可 得 


d 
-二 - [ee 2) -dx +c*. 
4 1 91 


易 见 ，? = 3 本- 6 dx 是 已 知 方程 的 另 一 个 解 ， 即 cx=0，c= 1 所 对 应 


的 解 . 此外， 由 于 比 却 
9 [eacoas us 
y 1 


在 任 一 区 间 上 均 不 恒 等 于 常数 ， 所 以 它 是 已 知 方程 的 与 91 线性 无 关 的 解 . 从 而 ， 可 得 
已 知 方程 的 通 解 


-人 ps) ads 1 
2 


= oryiteys| He e IP XYX ax. (:.18) 
其 中 ，c*，C 是 任意 常数 . 
例 3.， 解 方 程 
(1 一 多) 和 一 2X3 +2y=0. 
容易 看 出 ,已 知 方程 有 特 解 y;=*. 在 此 pCX)= 了 一 各 "根据 公式 (4.16)， 立 
刻 可 得 通 解 
— 水 [ev 本 dx 
?=x[c +c| 二。 1—x dx |= x[er+ Preera 
oi 1 1 1 ， 1 .1 
-see+e|( 让 + 机 :+ 千 Tz)d 
一 ct 十 0 一 全 二 00 一 7)= crx + c(S 1m -1). 


上 述 例 子 表 明 ， 如 果 能 用 某 种 方法 ， 例如 观察 法 ， 求 得 二 阶 线性 齐 次 方程 的 一 个 特 
解 ， 就 可 以 利用 刘 维尔 公式 来 求 其 通 解 . 


补 题 4.1 
1. 试 讨论 下 列 各 画 数 组 / : 
1 ) sin2t, cost, sint; 

2) %, tg %; | 

3 ) %2 一 和 十 3，2%2 十 多 ，2% 十 全; 

4) et, tet, it2et, 


在 它们 的 定义 区 间 上 是 线性 相关 的 ， 还 是 线性 无 关 的 ? 
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i ~ er te 


2. 设 在 方程 2? 二 PCX)9' 了 GD0Y= 0 中 ， 加 2) 在 基 区 癌 了 二 连续 且 恒 不 为 沉 ， 
试 证 它 的 任意 两 个 线性 无 关 的 解 的 朗 斯 基 是 区 间 了 工 上 严格 单调 函数 . 

3. 试 证 明 ， 二 阶 线性 齐 次 方程 的 任意 两 个 线性 无 关 的 解 组 的 朗 斯 基 之 比 是 一 个 不 
为 震 的 稼 数 . 

4。 已 知 方程 (4% 一 9)927 一 %4 7 十 4 一 0 的 一 个 解 9 一半 ， 试 求 其 通 解 


5， 已 知 方程 (1 一 nx)3o+ -3 一- 0 的 一 个 解 y1=1nx, 求 其 通 解 ， 


6， 在 方程 92?+p(%)y'+qCX)y= 0 中 ， 当 系数 满足 什么 条 件 时 ， 其 基本 解 组 的 
朗 斯 基 等 于 稍 数 . 
7。 设 y1(x) 是 4 阶 线性 齐 次 方程 
EACOL RIE TCL AC 
的 一 个 非 雳 解 ， 试 证 明 ， 利用 线性 变换 ? 一 V1C%)z 可 将 已 知 方程 化 为 % 一 1 阶 的 齐 次 
方程 . 
8. 求 方 程 434 3 —6%y" 一 53 一 的 通 解 ， 已 知 它 的 两 个 特 解 1 二 多 > 


42 一 对 “， 


$4.3 n 阶 线性 非 齐 次 方程 


在 讲 一 阶 线性 非 齐 次 方程 时 ， 我 们 得 到 一 个 重要 结论 ， 一 阶 线 性 非 齐 次 方程 的 通 解 
属于 它 的 对 应 齐 次 方程 的 通 解 与 它 本 身 的 某 个 特 解 之 和 | 对 于 % 阶 线性 非 齐 次 方程 ， 这 
个 结论 也 成 立 . | 
定理 4.7 %* 阶 线性 非 齐 次 方程 | : 
LEy]=9 +PIN) YT 十 “+ Pn_1CX)Y + 加 (3 f(x) (4.11) 
的 通 解 等 于 它 的 对 应 齐 次 方程 
LEyI=Y .mm +PICX) YY 十 “+ pn- (2) +p,(X)y=0 (4.13) 
的 通 解 与 它 本 身 的 某 一 个 特 解 之 和 . 
证 明 . 设 %: 是 (4.11) 的 某 一 特 解 ，? 是 〈4.13) 的 通 解 . 首先 ， 我 们 来 证 明 ， 
%1+4 是 (4.11) 的 解 . 实际 上 ， 由 于 
| Liy1+yj=LC 1 1 +L yj, 
- LLy1J=/(%), Lry]=0, 
故 有 | 
5fyi+9% 三 让 (YX)， 
上 式 表明 ?91 上 + 是 (4.11) 的 解 . 
其 次 我 们 来 证 明 ， 对 于 (4.11) 的 任 一 特 解 儿 ， 有 了 一 -外 十 了， 其 中 3 是 〈4.13) 


的 某 个 特 解 ， 这 也 就 相当 于 去 证 明 ， 一 91 是 (4.13) 的 一 个 解 实际 上 ， 
LEY 2 1- LEy+(— y1)]=LC FI+LE— y=L9) Ly1). 
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ii 


由 于 伏 设 


LE YI/CY), Liy1 /CY), 
故 有 


LL S91)=/(%)—/(*)=0. 

上 述 结论 表明 ， 4.11) 的 任 一 解 》 均 可 表 为 (4.11) 的 某 一 解 yi 与 (4.13) 的 茶 
一 个 解 之 和 . 换 句 话说，(4.11) 的 任 一 解 均 包含 在 (4.11) 的 特 解 1 与 (4.13) 
通 解 的 和 1 +2 之 中 .根据 定理 证 明 的 前 半 部 ，y1+23 中 的 每 一 个 图 数 雹 古 44.11) 
的 解 ， 故 本 定理 结论 成 立 . 证 些 ， 

根据 上 述 定 理 ， 可 得 如 下 的 常用 的 结论 ， 如 果 491，y》yz，…， 和 za 是 (4.13) 的 和 2 个 线 
性 无 关 的 解 ，C1，c2，…，Cn 是 % 个 任意 常数 ,gy 是 (4.11) 的 某 一 个 解 ， 则 (4.13) 
的 通 解 为 

=C191 TC yz CnVn, 
从 而 
/ Y(%)=Yy+C191 + C2y2 + + Cnyn 
束 是 `: (4.11) 的 通 解 ， 

由 此 可 见 ， 求 (4.11) 的 通 解 问题 ， 便 归结 为 求 (4.11) 的 一 个 特 解 和 《4.13) 的 名 
个 线性 无 关 的 解 的 问题 了 ， 

和 一 阶 线性 方程 类 似 ，?? 阶 线性 非 齐 次 方程 也 有 根据 对 应 齐 次 方程 4 个 线性 无 关 的 
解 来 求 它 本 身 的 一 个 特 解 的 方法 一 一 常数 变易 法 ( 拉 格 朗 日 法 ) ,下 面 就 来 介绍 这 一 方 
法 . : 

设 9%1，92，…，4Jx 是 (4.13) 的 % 个 线性 无 关 的 解 ， 则 图 数 

9 一 C171 十 C392 十 … 十 Cnyr 
是 (4.13) 的 通 解 ， 其 中 cl1，cz，…，c 是 任意 常数 . 
我 们 来 选择 一 组 责 数 C1C%)，c2《%)，…，cCn《%*) ， 使 
y=C1KIV1 HC KI YVAN) TF CNN IVn {4.19) 
成 为 非 齐 次 方程 (4.11) 的 解 . / 

为 此 ， 首先 形式 地 假定 (4.19) 是 (4. 11) 的 解 ， 然后 再 去 找 Ci(X) (f= 二 1,2,… ,17) 
所 应 满足 的 条 件 ， : 

把 (4.19) 代入 (4,11) 中 ， 仅 能 得 一 个 使 (4.19) 是 (4.11) 的 解 时 ci(X%) 
(=1,2,…,%) 所 应 满足 的 条 件 。 由 于 这 里 需要 确定 %* 个 丽 数 ， 所 以 , 为 了 确定 出 它 
们 ， 还 必须 再 给 出 关于 ciCX)(i=1,2,…,%) 所 应 满足 的 男 外 的 %* 一 1 个 条 件 . 为 了 使 确 
定 c;(%*) 的 条 件 简单 ， 我 们 在 计算 (4.19) 关于 % 的 直到 %* 一 1 阶 导数 的 表达 式 中 ， 令 
所 有 的 含有 cx) 的 项 之 和 等 于 堵 。 如 此 得 到 

y=C1NXY1 C2 KINz+ en Onn 
PACIL A TRAC ADIEU ACOL A ACIL TE AC PC 
( 仿 CICX)Y1TC2 FY2 + + Crt) Y= 0) | 
=C1(%)Y1 二 Ca(XD3 + ee CC KIN’ + 
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十 CCYD93 CaN Ya + Cn NOY 
CR CN) EF) “+cCn(X)Y,=0) 
DT oy "1 ce998 ?Ftc eye -十 
十 CCXDYT "+e ys 2 ten (NY 
( 仿 CICX)YI" 2 TCo(X) YI 二 Cn(X) Yr 二 0)， 
YH =XYVE™ Tea NY2" + + Cn(%)Ye"” + 
tCICXN YE TD oN YE" TT + + CX Ye" . 
再 分 别 用 PnC%)，pPn-3C%)，…，pP1(%)，1 依次 乘 以 上 各 式 ， 相 加 后 可 得 
cx LEY 1) tcCoLEy2) +t ++Cn(X)LL Yn 十 
CICXIPE TD +CoXI YE TD 十 和 十 CoCXDJO 二 了 
由 于 LCY1j 夺 0 (i 二 1,2,…,%)， 最 后 可 得 C1《X)，cC2C%)，…，cCn(X) 所 应 满足 的 % 个 
条 件 ，。 即 7% 个 方程 : | 
CiCXIY1+ EX t+ ton CX Yn= 0 
[2 Yet Oy =0 ， 


CICX YE ou) 十 二 cy rc， 
它 是 关于 变量 ci(x) (i 二 1,2,… ,1%) 的 线性 代数 方程 组 ， 由 于 它 的 柔 数 行列 式 恰 是 方程 
(4.11) 的 2 个 线性 无 关 解 的 朗 斯 基 ， 故 它 恒 不 为 等 ， 因 而 ， 上 述 方程 组 关 于 5 杀人) 林 
解 . 解 出 后 积分 ， 并 代入 (4.19) 中 ， 便 可 得 到 (4.11) 的 一 个 解 . 
例 1 求 


2 二 3 一 


的 通 解 . 
解 由 84.2 例 6 知 ，y1 二 Co8%*， 少 二 sin% 是 对 应 齐 次 方程 的 线性 无 关 的 解 ， 故 
它 的 通 解 为 / 


光一 Clcos% + C2 SIn%, 


现在 求 已 知 方程 形 如 
yi1=C1(X)COBN+ CX)Sin% 
的 一 个 特 解 . 由 于 
一 C1(XY)JeosYW 一 CICYX)sin 和 十 Co(%JSinY% 十 Cz(XY]003%， 
人 | / 
Ci(X)C08% 十 Ca(X)sinY%Y 一 0， 
得 | 
yo=—c(X)sin%+c,(X)cs%. 
这 时 ， | 


y=—Ci(X)sin%— ci(X)co8% 十 CoKY)cosY 一 Ca(X)sin%， 


将 上 式 代 人 原 方 程 ， 得 
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EE i”— 7— 1 wir ee pe nr pp rp Ye Tm ee er pe 


yT 十 风 1 一 CIS DE CCN) +Cs(X)COSNV —CN) NNN 


1 
Ci( XX cog Ly 
yy Ye. (x) sin = gx 


CT (XCos% +esX)sins= 0, 


{ 


-Ci(X)Sin% + C2(%)C08%= 


GOS%" 
解 上 述 方程 组 ,将 
C1(X)= _ Sn ， C1(%)=In cos% | +e; 
C2)= 1, ea = + 


故 已 知 方程 的 通 解 为 
y=C1c08% +C2asin% + oosxin| cos%| +%sin%, 
例 2 求 方程 多 +w3% 二 f(t) 的 通 解 . / 
解 ” 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 
如 一 Cicogdo8 十 Casincoot . 


蝎 在 求 已 知 非 齐 次 方程 形 如 


% 二 ci(t)coswot oat) sinoot 


的 特 解 ， 
由 此 可 得 方程 组 
(oe +Cc2(t)sinwot=0, 
一 aoc ft)sinwot + wocs(t)coswot= f(t). 
从 而 
eit)=— 1 f(t) sinoot, 
Do 
c(t)= -| fw sino ud 十 cy 
1 wo Jo 心 1s 
C2(t)=—L f(t) 0s wot, 
V0 
eat)=- | 大 (8 ) coswoudw +c,. 
QJ0 
故 已 知 方程 通 解 为 | 
X(t)=c1COoSwot +c, oo 一 | f (%) sincwowd + 
+ S00 fp opener 
或 


r 142 。 


1 
入 (人 ) 一 CI1008 四 0 十 Casincor | f (2)E ooscwoUN Sincot 一 
| 


— Sinwowoeosdwot ldw, 


从 而 


X(t)=e1coscwot + Cc, Sincwot +) fu)sinwo(t—u)adu. 


下 - 题 4.2 


1. 设 PCX),q(X),f(%) 在 C0,1] 上 连续 , 试 证 明 , 方 程 9”+P(%)9' 十 外 073 一 7 和) 
满足 条 件 9(0)=Y9(1) = 0 的 解 唯一 的 充 要 条 件 是 : 方程 +(X)y 1 + ad(%)y= 0 只 有 
零 解 满足 条 件 ，?y(0) =2y(1) 王 0. 

2. 用 第 数 变易 法 求 方程 


2€™ 
4 一 人 一 
2 一 工 


的 通 解 . 
3， 在 方程 多 十 3 十 2 一 /7(X) 中 ,7 了 (XI) 在 LG，+co) 上 连续 ， 且 lim 7(Y) 一 0， 


试 证 明 ， 已 知 方程 的 任 一 解 yC%) 均 有 ， lim DX)= 0. 


$4.4 n 阶 常 系数 线性 齐 均 方程 解法 


从 上 节 已 经 知道 ， 为 求 出 非 齐 次 方程 4.11) 的 通 解 ， 只 要 求 出 其 对 应 齐 次 方程 
(4.13) 的 通 解 就 可 以 了 . 至 于 如 何 求 出 齐 次 方程 (4.13〉 的 通 解 ， 上 面 并 没有 回答 这 
一 问题 ， 为 求 齐 次 方程 (4.13) 的 通 解 ， 根 据 齐 次 方程 通 解 的 构造 ， 只 须 求 出 它 的 名 个 
线性 无 关 的 解 ， 即 基本 解 组 就 可 以 ;虽然 根据 上 面 证 明 过 的 定理 ， 它 的 基本 解 组 一 定 存 
在 ,其 至 有 无 穷 多 个 .但 在 一 般 情况 下 ， 并非 总 能 具体 求 出 它 来 . 可 是 ， 当 齐 式 方程 的 
系数 pi;i(%*) 均 是 实 常 数 时 ， 它 的 基本 解 组 却 总 可 用 代数 方法 求 出 ， 换 名 话 说， 对 于 第 
系数 齐 次 方程 ， 从 而 对 于 常 系数 的 非 齐 次 方程 ,总 可 以 求 出 它 的 通 解 . 

形 如 

LE 三 多 和 十 CI 人 十 … 十 Ca tay = (%) (4.20) 
的 方程 ， 其 中 Gi(7 二 1,2,… ,%) 均 为 实 常 数 , 称 为 1 阶 常 系数 线性 方程 .如 末 /(%*) 寺 0， 
即 
LEyj=9% 二 CGI to 1y T+Cny=0 (4.21) 
称 为 勾 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 . 与 此 相应 ，〈4.20) 称 为 如 阶 常 系数 非 齐 次 方程 为 优 
述 简 便 ， 有 时 也 称 (4.21) 为 《4.20) -的 对 应 齐 次 方程 ， 

常 系数 线性 方程 ， 特 别 是 二 阶 常 系数 线性 方程 在 工程 技术 中 有 广泛 的 应 用 ， 这 在 本 
章 开 始 时 就 已 提 到 了 ， 并 准备 在 84.6 做 进一步 介绍 . 

本 节 主 要 介绍 % 阶 常 系 数 线 性 齐 次 方程 的 解法 ， 为 此 ， 先 来 研究 简单 的 一 阶 方程 

y+ay=0, (4.22) 
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其 中 @ 是 常数 .。 山上 述 方 程 结构 ， 容 易 看 出 它 有 特 艇 
y= eax. 
比较 (4.21) 与 (4.22) .它们 均 是 常 系数 线性 齐 次 方程 . 因而 ， 可 以 猜想 方程 
(4.21) 有 形 如 
y=E** (4.23) 
的 解 ， 其 中 4 是 待定 常数 .为 了 确定 出 使 (4.23) 是 (4.21) 的 解 的 +, 先 形式 上 将 
(4.23) 看 作 是 (4.21) 的 解 ， 并 将 它 代 (4.21) 之 中 ， 再 确定 使 (4.23) 是 (4.21) 
解 时 4 所 应 满足 的 条 件 . 实际 上 - 
Lfe’**]= (a+ 1+G2A ?+ e+e-1d ane z 
一 力 (1)exx， (4.24) 
其 中 : z : 
pA)=A+GN 十 十 Ca d+ 
称 为 特征 多 项 式 ， 由 (4.24) 可 以 看 出 ， 画 数 (4.23) 是 方程 (4.21) 的 解 的 充 要 条 件 是 
p(1)=0, (4.25) 
即 2 应 是 方程 (4.25) 的 根 . / : | 
方程 (4.25) 称 为 (4.21) 的 特征 方程 ， (4.25) 的 根 称 为 〈4.21) 的 特征 根 . 换 
名 话说 ， 当 了 且 仅 当 2 是 (4.21) 的 特征 根 时 ， (4.23) 才 是 (4.21) 的 解 . 这 样 ， 求 
(4.21) 的 解 的 问题 ， 便 归结 为 求 (4.21) 的 特征 根 的 问题 1 . 
下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
1” 特征 根 互 异 情形 
首先 ， 假设 (4.25) 有 台 个 互 异 的 实 根 各， 和 各 这 
(4. 21) 有 %%* 个 特 解 | | 
91 一 86217，9a 一 62 Ya 一 6 ， (4.26) 
在 84.2 中 已 经 证 明了 而 数组 (4.26) 在 (一 2， +co) 上 线性 无 关 ，、 秦 和 它 是 方程 
(4,21) 的 基本 解 组 . 所 以 ， 画 数 


4 一 C16E 1 十 CoE-a 十 +Cne”"” 


是 方程 (4.21) 的 通 解 ， 其 中 C1，cC2,…，cCn 是 任意 常数 . 
例 1 求 方程 
y”—5y' +6y=0 


的 通 解 及 满足 初始 条 件 : * 二 0 时 ，2= 1，4 = 2 的 特 解 . 
解 ” 特 征 方程 为 
42 一 54 十 6 一 0 
或 
22—54+6 二 (4 一 2) (4 一 3) 二 0. 
从 而 ， 特 征 根 为 1:==2，42 王 3. 因 之 ， 通 解 为 
y=C162* 十 C2E357， 
其 中 Cl1，C2 为 任意 常数 . 
其 次 求 特 解 . 将 初始 条 件 代 入 方程 组 
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凡 一 C1822 十 CaB37， 
»'=2C162* + 3C26°7, 
行 
1 一 C1 十 cy，2 一 2C1 十 3C2， 
由 此 解 得 cs 二 0，c1 二 1， 因 而 所 求 特 解 为 
”y=e2*., 
例 2 求 方 程 
4 一 54 一 0 
的 通 解 ， 
解 ” 特 征 方程 为 
12 一 5 一 0，42 一 54 王 4(4 一 5) 一 0， 
特征 根 为 41 二 0，4。= 二 5， 故 所 求 通 解 为 ”- 
y=C1+C20°™. 
下 面 讨论 在 11，42，…，4n 中 有 复 根 的 情形 . 
为 此 ， 先 给 出 实 变 量 的 复 信 两 数 和 复 解 的 村 全 
画 数 、 
YON)= UN)+ iv(x) 
称 为 实 变 量 的 复 值 丽 数 ， 其 中 2%)， 人 xD) 都 是 实 变量 % 的 实 画 数 ， 而 一 让 VV 一 1 。 画 数 
zt(2，2(X) 分 别称 为 复 醒 数 的 实 部 及 虞 部 ， 
例如 ，eix 即 为 实 变量 复 画 数 . 根据 欧 所 (Euler) 公式 ， 有 
CiX=— oo8% +isin%, 
cos%*，sin% 分 别 是 ei* 的 实 部 及 碟 部 . 再 如 ，e“x 也 是 一 实 变 量 复 值 国 数 ， 其 中 
a 一 C 二 让，C，5 均 是 实数 . 实际 上 
ga*—@ latib)x— ex. oibx= eax(o00bs +isinbe) 
一 6EaxzcoospMX +ie* sinb%. 
eaxeos Db%X，e*xsinb% 分 别 是 e** 的 实 部 及 成 部 . 
在 下 面 讨 论 中 要 用 到 实 变 量 复 画 数 对 目 灾 量 的 2 阶 导 数 的 要 人 ， 现 定义 知 下 
定义 4.4 
yom) WH) Liv Cx). z z (4.27) 
下 面 举 两 个 求实 变量 复 值 画 数 导数 的 例 了 于， 
1. 无 论 “是 实数 还 是 复数 ， 总 有 
(eas) 7 一 dens 
a 为 实数 时 ， 上 述 等 式 是 已 知 的 . 现 假设 < 一 4+?0， 4 及 5b 均 是 实数 .由 于 
Ex 一 ES4X008DM +ie™ sin bx. 
根据 (4,27) 式 ， 有 四 
(ex<z) 一 [EaxcospbX +ie*sinby) 
一 [eaxecos8%]' +iCe*sin DOX] 
— (ae*cos bX — be™ sin DY%) 十 
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+i(ge*sinbs +be*xeosbs) 
=—@™[a(cosbx +isinb%»)+i(cosos + Lsin bs )0) 
=(@G+ib)e*X(cogbr + isinObr)=ae”*. 
2. 对 任意 实数 及 与 任意 实数 或 复数 a 均 有 
(Yke”*)’'= (Rk lark)e””, z (4.28) 
当 a 是 实数 时 (4.28) 式 显 然 成 了 并 ， 
现在 设 2 =@++ib， 这 时 
Vke””= Xie cos2X +i ke ™*sin bx. 
因而 ， 
(Yke””)'= (ve Xecosb%)' +i(NXke sinbs)! 
— kvk 1e6°*xcosDb% +%kae cos% — Xke rbsin BY 十 
+i(RYk ile’*sinObx + skae sinby +% ke beosbx) 
-= 有 VER lie *(cosO% +isinDY) + vkexeosbr (ot+ibd)t+ 
+ixXke*sinDr (a +710) 
—Rxk leax(cosbxX +isinb%)+%Rke* (G+i0)( cosbx + 7 sinb%) 
=kxk ie””--avke””—= (kXk 1 -+ark)e””,. 
下 面 给 出 方程 (4.21) 复 解 的 概念 ， 
设 有 实 奏 量 的 复 值 男 数 | : 
4(%) 一 MY 十 BO(CYX)， {4.29) 
如 玉 有 | / : 
L[ul(X)+iv%)]=0, 
则 称 (4.29) 为 方程 (4,21) 的 复 解 . 
我 们 可 以 证 明 ， 方 程 (4.,21) 的 任 一 复 解 都 产生 (4 21) 的 二 实 解 即 : 如 果 (4. 29) 
是 (4.21) 的 复 解 ， 则 (4.29) 的 实 部 WX) 和 厂 部 以 %*) (它们 都 是 实 责 数 ) 都 是 
(4.21) 的 解 ， 
实际 上 ， 如 果 (4.29) 是 (4.21) 的 和 解 ,: 则 
LLwC%) tiv%) LC )i+ iLLy x) 0 ， 
一 个 复 画 数 恒 等 于 雳 相当 于 和 它 的 实 部 及 虚 部 分 别 恒 等 于 寿 ， 故 有 
Cu(%))J=0, Lv)1SE0, / 
这 表明 ，z(2%)， 人 2) 都 是 (4.21) 的 解 . 
例如 ， 不 难看 出 ， 方 程 
42 十 4 一 0 
有 复 解 
y(X)=ei*= cos% 十 1sin%oy 
从 而 ， 它 的 实 部 cos% 及 虚 部 sin% 都 是 原 方程 的 解 ， 
有 了 实 变 量 的 复 值 丽 数 和 它 的 导数 定义 4.4 以 及 (4.21) 的 复 解 概念 之 后 ,(4.23) 
中 的 1 也 可 以 是 复数 ， 而 且 自 4.23) 以 后 的 运算 ， 不 管 4 是 实数 还 是 复数 都 是 对 的 . 
特别 是 ， 当 方程 (4.21) 有 % 个 互 异 的 根 ( 可 以 是 复数 ) 时 , 方程 (4.21) 也 有 形 如 
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(4.26) 的 % 个 解 . 这 时 ， 同 样 可 以 证 明 ， 既 使 在 4 ,X22。，…， 4 中 有 复数 ， 丽 数组 
(4.26) 在 (一 2，+co) 上 还 是 线性 无 关 的 . 因而 仍然 构成 方程 (4.21) 的 基本 解 
组 . 

尽兴 如 此 ， 通 常 我 们 还 是 希望 设法 求 出 方程 (4.21) 的 % 个 实 的 线性 无 关 的 特 解 . 

首先 指出 ， 由 于 方程 〈4.21) 的 系数 都 是 实数 ， 因此 它 的 特征 多 项 式 (4.25) 是 实 
系数 多 项 式 、 改 它 的 复 根 ( 如 果 存 在 ) 必定 共 罗 成 对 出 现 . 即 ， 如 果 .@ 十 让 是 特征 根 。 
它 的 共 斩 复 数 G 一 i 也 必 是 特征 根 ， 于 是 , 方程 (4,21) 的 复 解 一 定 共 思 成 对 地 出 现 ， 
即 ， 这 时 有 如 下 成 对 的 复 解 : 

eatibYx,. eaTib x | (4.30) 

将 上 述 两 个 解 换 成 如 下 的 两 个 解 


二 [etatibDx +e'“ib)x)= 6E4YC0S DY ， 


(4.31) 
jo etotib)x— ela ib) x)= ex™ gin DX ， 


印 换 成 46“+2227 的 实 部 及 庶 部 . 
但 是 ,在 (4.26) 〈 如 上 面 所 说 ， 其 中 hi 可 以 是 复数 而 且 复 数 一 定 共 红 成 对 地 出 
上 过 成 对 的 实 解 闪 扫 之 后 ， 是 否 仍 是 线性 无 关 呢 ? 回答 是 肯定 
.有 如 下 定理 . 
定理 4.8 如果:%)，22《%)，…，ynC%) 是 在 区 间 ' (C，0) 上 的 w* 个 线性 无 关 
的 图 数 ，Pb1，P， 是 两 个 不 等 于 需 的 党 数 ， 则 画 数组 
CD CILLACI EL AC Yn(%) (4. 31) 
在 区 间 (4，58) 上 仍 是 线性 无 关 的 . 
证 明 (〈 反 证 法 ) . 各 困 《4.41) 生性 相关 ， 闭 和 人 定义 4.1， 在 在 人 不 人 为 
常数 Cc1，c2，…，cn， 使 得 对 区 间 (49，5) 上 的 所 有 Y% 基 有 
CDILY KIT YAK tea BE YF) YF) + esysC%) 
十 ots tCnyn(%)=0. 
有 所以， 
(Ci101 Fosba) YI 二 (el8 abs) yx) + ‘+6nynCX)=0. 
因为 y»1(%), y2(%), ”9 人 线性 无 关 ， 从 而 
C101+Ca02=0，C101 一 Ca0 一 0，Cg 一 一 C 一 0， 
从 上 式 可 知 Cc1b1=c20;=0, 因为 bil, b2 天 0,; 故 C1=c;,==0.， 即 所 有 常数 cl ,Cs,… ,Cn 
都 必须 等 于 看 、 此 为 孝 盾 . 证 毕 .。 
同时 ， 如 果 方程 (4.21) 有 个 形 如 《4.26) 的 线性 无 关 解 ， 如 上 所 述 ， 其 中 复 入 


“一定 共犯 成 对 出 现 ， 我 们 逐 对 地 将 复 解 (4.30) 换 成 实 解 (4. 31) ' 闭 么 模 据 定理 4、 8 最 


后 可 得 (4.21) 的 %* 个 线性 无 关 的 实 解 . 


例 3 求 方程 
49 一 342 十 9%" 二 13 一 0 


的 通 解 ， 
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at a - 一 一 一 
站 Tr 站 - | 一 一 一 一 "一 -一 -. -一 一 . TT 一 em —- 
i ! : . i : : i TT pp 
i : 1 四 


解 ”特征 方程 为 
43 一 342 十 94 十 13 一 0. 
由 于 
43 一 342 二 94 十 13 一 (4 十 1)(12 一 44 二 13) 一 0， 四 
由 此 可 得 ，41= 一 1， 42 一 2 十 38 ，43s 一 2 一 32， 
内 而 ， 基 本 解 组 为 


8 ~, @2YXCOS3%X, C2X 3n3%Y， 


遂 解 为 
?一 C16 一 十 ELCacos3% 十 zsin 3%]. 
例 4 求 方程 
4 ”一 %2 十 4497 一 44 一 0 
的 通 解 


解 ” 特 征 方 程 为 
43 一 42 十 44 一 4 一 0， 
由 于 
4 一 全 十 44 一 和 一 42(4 一 1) 十 4(14 一 1) 一 (0 一 1)(22 十 4)， 
故 特征 根 为 41=1，4s=2i, 13== 一 21， 加 
因而 基本 解 组 为 
6€6™*, ¢0s2%, sin2%, 
: 3 三 C1e +Ca 082% +Cssin2%. 
2 ” 特征 根 有 重 根 情形 
以 ii 是 重 特征 根 ( 实 的 或 复 的 ) 由 上 述 讨 论 知 ，e*1* 是 (4.213 的 一 个 解 ， 但 
这 时 由 于 立 开 的 特征 根 的 个 数 小 于 多 ， 履 相 应 地 形 如 (4.26) 的 线性 无 关 的 解 的 个 数 
也 ,小 于 和 . 妥 得 到 通 解 ,这 些 特 解 是 不 够 的 .对 应 于 41， 慰 解 e*1” 外 还 应 补 上 哪些 解 
死 ? 为 弄 清 这 一 问题 ， 先 来 研究 二 阶 常 系数 方程 
3 十 加 9 +qy=0, 


并 设 加 一 49 
特征 方程 为 四 
a2+ pit+g=0, 
特征 根 为 | 本 
1 b+ivp-g_ pbp 
1 2 一 一 二 。 
2 | 2 


易 见 ,41= 一 一 为 二 重 特征 根 , 因 而， 首先 ， 它 应 有 特 解 
1 = g 一 2 


现在 求 已 知 方程 的 和 1 线性 无 关 的 男 一 特 解 ， 出 (4.18) 式 知 ， 这 一 特 解 应 为 
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el }dx z e —px Bb, 
一- Xe -dx—~Xxe :2 ， 
33 E PY 


即 ， 当 41= 一 -全 是 二 重 特征 根 时 ， 已 知 二 阶 方 人 =e 2“ 外， 还 有 与 它 线 


性 无 关 的 另 一 个 特 解 为 =x#e-”( 即 ， 世 乘 以 过 的 一 次 震 )， 
与 二 阶 方程 情况 类 似 ， 可 以 证 明 , 当 41 是 (4.21) 的 重 特征 根 时 ， 它 对 应 形 如 


e”*1”, Xe”*1”, 本 ， VE lie*” . 
的 有 个 特 解 . 但 由 于 证 明 比 较 繁 ， 在 此 略 去 ” 
综 上 所 述 ， 可 得 如 下 和 定理， 
定理 4.9 如 采 方 程 (4.21) 有 两 两 互 噶 的 特征 要 1，22，…，4p， 它 们 的 重 数 
分 别 为 更 1， M2 … Mp, Mi 之 1， Hm+m2si+'* Mp=N, 则 它们 对 应 特 解 是 
BC“ 1”， NE esteee ， YM TB2Xi* 
Er3 YE ee » Xa C2; (4.32) 
BE “pp EXpY， We Smo dO; 
且 (4.32) 构成 (4.21) 在 区 间 (一 eo，+ oo) 上 的 基本 解 组 ， 
证 明 ”结论 的 第 一 部 是 正确 的 **， ， 下面 来 证 明 画 数组 〈4.32) 在 (一 co，+00) 上 


线性 无 关 . 
使 用 反 证 法 . 设 关 系 式 | 
alle@r*+all ve” 十 semeee ta Sm le + 
十 CA 人 27B237 十 CT NXE” + ee tarsi 1072” 十 
十 
Fal ep oat) Kerp* + eee + a Ym le "= (4.33) 


在 〈 一 ce， 十 ce) 上 恒 成 了 并 ， 用 常数 <， 中 至 少 有 一 个 个 窜 了 害 ， 
关系 式 《4.33) 可 改 与 成 


3S! Pn (ze 二 可 “(4.34) 
忆 一 工 


其 中 1 
Pm,(X)=ao"? 十 QL*)%V 十 snvune 二 mp-i 


是 m8-1 次 多 项 式 ,上 且 PmaC%)(% 一 1,2，…,P) 中 至 少 有 一 个 在 (一 o0，+o0) 上 不 慢 为 之 ， 


ee — donb mdi Le di wile wile ree ET — ee rr 


*) ”证 明 可 参看 .《 微 分 方程 教程 >》,B.B. 史 接班 诺 夫 《下 元 震 译 高 侍 教 育 出 版 
社 。1955。 8 第 208 一 209 页 ) ， 
*k#k) 见 前 注 . : 
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不 妨 认 为 Pmu(%) 关 0 〈 不 恒 为 雳 ) . 用 e 7 乘 (4.34) 式 两 端 得 
Pm,(%)+ > 力 。(%)e ce 20 * 0. 
对 上 式 关 于 “#“ 求 11 阶 导数 ， 得 
ZPD (we 0, (4,34’) 
并 且 思 《P(X) 闫 0， 这 是 因为 
CPmiCX)e "= PID (Xe es, 
故 已 4 (%) 与 已 mw (%) 是 同 次 多 项 式 ， 
用 e- > 0x 乘 (4.34') 式 两 闹 ， 得 
PS (2)+ DPED (ee0, 
求 上 式 关于 % 的 rs 阶 导数 . 得 : 
SPD Cer, 
并 且 Pr*(%) 闫 0. 


如 此 继续 下 去 ， 最 后 可 得 
z 已- (Cx) etre? _D x ==0. 


由 假设 知 ， 卫 mp《%) 疾 0， 由 已 or ( 的 天 0, 但 在 上 让 和 式 中 ， 由 于 @ top- 1)* x<0， 从 
而 有 Ps-CX) 二 9， 此 为 蔬 盾 . 故 范 数组 (4.32) 在 (一 2，+o0) 上 线性 无 关 ， 因 
此 ， 醒 数组 (4.32) 是 方程 (4.21) 的 基本 解 组 . | 
最 后 ， 由 定理 4.9 可 得 方程 (4.21) 的 通 解 | 
y= -Gr (x)e*r*, 四 (4. 35) 
其 中 G ,0 和) 是 上 任意 系 数 的 坑 r! 次 多 项 式 ， 且 在 通 解 的 表达 式 中 ， 任 意 常 数 的 个 数 
MT 十 Ma 十 …， “工区 六 一 
这 恰 等 于 方程 的 阶 数 . 
若 在 (4,32) 中 出 现 复 解 ， 那么 如 同音 很 时 一 样 ， 也 可 以 换 成 实 解 . 事实 上 ， 比 如 
1 二 G+ib 是 方程 (4.21) 的 Wi 重 特征 根 ， 则 共 轿 复数 @ 一 20 也 是 (4.21) 的 M1 重 特 
征 根 . 因此， 此 时 (4.32) 中 含有 如 下 的 2m1 个 解 
eatib’ x, etib) x, ce, Fm-letatib) x 
eib x Xela ibYX se, tmle eib) x, 
在 这 2m1 个 复 解 中 . 把 共 入 成 对 的 复 解 如 同 将 (4.30) 换 成 〈4。 31 ) 那样 ， 并 且 这 样 
的 步骤 逐 对 地 进行 ， 根 据 定理 4.8 最 后 得 到 的 画 数 组 在 〈 一 co，+ce) 上 仍然 是 线性 无 
关 的 . 因此 ， 在 夯 数 组 〈4.32) 中 ， 当 上 述 2 个 复 解 换 成 如 下 的 211 个 实 解 
61x COS DX, exeosb%, TE “NM 1gax cos bX, z 
gx gin bx, XeixsinbY, ee , Ymi-leYsinD% 
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时 ， 仍 得 到 方程 〈4.21) 的 一 个 基本 解 组 .对 于 其 它 复 根 也 可 以 类 似 地 进行 处 理 ， 最 后 
总 可 以 得 到 方程 (4.21) 的 个 线性 无 关 的 实 解 . 
例 5 求 方程 
42 十 4 十 49 一 0 
的 通 解 ， 
解 ”特征 方程 为 
22 二 44 十 4 二 0， / \ 
出 于 22 十 44 十 4 二 (4 十 2)?， 则 访 二 一 2 是 二 重 根 ， 故 所 求 通 解 为 
y=e 2*(C| C2%). 
例 6 求 方程 
光一 4 十 5 一 4 二 49y=0 
的 通 解 . 
解 ”特征 方程 是 
14 一 4h3 十 542 一 44 十 4 一 0 
由 于 
1 一 4413 十 512 -41 二 4 一 1 一 12 413 十 412 一 4 十 到 
一 (4 一 2)2(12 十 1)， 
故 特 征 根 是 11 ,2 一 2，143= 一 1，44= 一 2， 


它们 对 应 的 实 解 为 
E2x ,%E2x，c0S%，SD% ， 
故 所 求 通 解 为 
及 一 B2X(C1 +C2% C3008% +C4 Sn%). 
例 7 求 方程 
一 3%7 十 34 一 少 =0 
的 通 解 . 
解 ”特征 方 程 是 
43 一 342 十 34 一 1 一 0， 
由 于 


13—3A2+314—1= (1 一 1) 一 3100 一 1) = (2 一 1)(12+A+1T) 一 32(01 一 1) 
= (24—1) (422—24+1)= (4—1)3. 
上 疏 特 征 根 为 ,2 ,3 二 1， 它 所 对 应 的 解 为 
ex*, XE*, YZe*, 
故 所 求 通 解 为 


y=e*(Cl C2% Css ). 


: 习 题 4.3 
1， 试 讨论 当心 ，8 取 什 么 数值 时 ， 方 程 多 二 加) 十 qy》= 二 0 的 一 切 解 当 和 六 十 ce 
时 ， 都 趋 于 大 | 
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一 一 下 二 
1 i 


2. 试 讨论 ， 当 上， 4 取 什 么 数值 时 ， 方程 +p》 +qy》=0 的 一 切 解 在 C4, 十 9] 
上 有 界 ， 其 中 C& 是 某 确定 的 稼 数 ， 

3. 试 求 下 述 各 方程 满足 所 给 出 的 初始 条 件 的 解 : 

1) 92 一 339 十 249 一 0，Y(0) 一 2，4 (0)=3; 

2 ) 9 —69' +8y=0, y(0)=1, »’'(0)=0; 

3 ) y+99'+209=0, (0)=0, »' (0)=—1; 

4) 9”—y=0, (0)=1, »' (0)=1; 

5 ) Y9 一 24 4+y=0, (0)=2, y' (0)=4; 

6 ) y+49' +49=0, (2)=4, (2)=0 

7 ) 9”—29' + y=0, yA)=—2, y' (nx)=— 


6 ) yy +Y=0, y(0)=2, y'(0) 二 去 -; 


9 ) 9*+w2y=0, (0)=4, »'(0)= Qo; 
10) 9 + =0, (0)=2, 9'(0)=5. 
4. 试 求 下 列 方程 的 通 解 ， 

1 ) 久 一 入 一 十》 一 0; 

2 ) 9"—3y’—y’ +Yy=0; 

3 ) »”+y=0; 

41) 人 一 人 二 0 

5 ) 》 4 一 一 0 

6 ) 4442 十 % 一 0 

7 ) 5 一 2 一 二 23 一 0) 

8 ) 9 一 133 十 36 和 二 0; 

9 ) 9--65%2 十 124 一 少 一 0; 
10) 9(05) 一 5404) 十 124% 7 一 16% 十 124 一 4 二 0， 


84.5 mn 阶 常 系数 线性 非 齐 区 方程 解法 


现在 我 们 来 硝 究 色 阶 常 系数 非 齐 次 方程 


LI9)SY 十 CGI 十 Ge》 +0..y = /2) (4.20) 
的 解法 ， | 
由 定理 4.7 知 ， 它 的 通 解 等 于 其 对 应 的 齐 次 方程 


YW 十 G1J 人 十 和 十 Ca-13 十 Grey 三 0 (4.21) 
的 通 解 与 它 本 身 的 一 个 特 解 之 和 ， : 

”又 由 于 $4.4 的 讨论 ， (4.21) 的 通 解 总 可 以 求 得 ， 并且 根据 这 一 通 解 ， 使 用 常数 
安 易 法 还 能 够 求 出 《4.20) 的 一 个 特 解 ， 因 而 。 原则 十 当 痪 ， 我 们 已 经 有 了 染 (4.29) 


通 解 的 行 之 有 效 的 方法 ， 
位 是 当 〈4.20) 式 的 右 端 的 本 数 /(*) 尾 六 中兴 村 国 数 ， 洁 如 指 数 本 数 、 十 弦 图 
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数 、 余 缴 画 数 、 多 项 式 或 是 这 些 类 型 画 数 的 某 些 组 合 时 ， 还 有 更 简单 的 方法 一 一 待定 系 
数 法 来 求 出 (4.20) 的 一 个 特 解 . 
这 时 所 指 的 是 形 如 下 述 的 组 合 : 
(X=pm(X)e””, ff(X)=eE CP (XCOSOE + pixX)sinbr | (4.36) 
其 中 ，pm(%)，Pn'"(X%) (1 二 1,2) 都 是 多 项 式 . 
具有 (4.36) 形式 的 右 端 的 方程 (4.20) 必然 具有 类 似 于 (4.36) 形式 的 解 ， 这 是 
易于 理解 的 ， 央 将 这 一 闫 图 数 的 守 数 至 常数 线性 组 合 之 局 ， 还 得 到 原 类 型 的 丙 数 ， 因 
”而 可 以 用 待定 系数 法 来 求 它 的 特 解 .- ~ 
顺便 指出 ， 具 有 (4.36) 形式 的 右 端 的 方程 《4.20) 不 仅 易于 求解 ， 同时 ， 正 如 在 
前 面 我 们 已 经 看 到 那 祥 ,很 多 实际 问题 (比如 ,电学 和 力学 ) 都 归结 为 这 类 方程 的 研究 ， 
例如 ， 当 电源 为 交流 电 及 外 力 为 周期 力 时 ，f/(%*) 就 为 正 ( 余 ) 吏 机 数 Asin (Bi +9)， 
当 外 力 衰减 时 ， /(%*) 就 是 e'sin (Bt 9) 的 形状 ， 等 等 ， 因而 ， 给 出 它 的 简便 解法 ， 
还 具有 重要 的 实际 意义 ， 
下 面 我 们 就 来 研究 ， 求 这 类 非 卉 六 方程 的 一 个 特 解 的 方法 、 
先 从 最 简单 的 二 阶 方程 / 
9 二 加 9 十 dB (4.37) 
开始 . 
易 见 ， 此 时 A(X%)=e”?*， 因 为 e”* 经 过 微分 册 与 常数 线性 组 会 之 后 ;仍然 是 原 类 
型 醒 数 ， 自 然 猜想 (4.37) 有 形 如 和 
有 一 Be (4.38 ) 
的 特 解 ， 其 中 4 为 待定 常数 . 下 面 我 们 就 来 求 4 使 (4.38) 为 (4.37) 的 解 的 条 件 ， 先 
将 (4.38) 作为 形式 解 代 入 (4.37) 得 到 
Al(a?+pa+gq)e’”*=e"”, 
则 / 


1 | ， 
A=iarparg | | (4.39) 


容易 看 出 ， 当 4 不 是 特征 方程 | 
a+Pa+qd=0 : (4.40) 
”的 根 时 ， 则 用 (4.39) 式 所 确定 的 4 代替 (4. 38) 式 中 的 4 ， 便 可 得 到 (4.37) 的 一 个 
当 & 是 方程 (4,40) 的 特征 根 时 ， 记 起 在 解 齐 次 方程 时 ， 如 果 出 现 重 根 ， 则 所 求 的 
线性 无 关 特 解 等 于 无 重 根 时 的 特 解 乘 以 4 的 某 次 老 . 因而 ， 不 妨 假 设 特 解 其 有 形式 
y= AXe®”™, 四 (4.41) 
并 将 它 作 为 形式 解 代入 (4.37) 式 ， 得 : 
Al(a?+patgq)rxe*+A(2a+p)e ”=e”*, 
“上 式 左 端 第 一 项 括号 内 的 数 为 需 ( 纪 是 特征 根 ) ， 故 有 
_ 1 | : : | 
‘26+p" 关 捕 汪 汪汪 时 时 0 


入 见 ， 如 森 @& 是 (4.40) ee) 这 时 (4.37) 使 有 形 如 (4.41) 的 特 解 ， 
萎 由 4 由 《4.42) 式 确 定 .如 玉 G 是 (4. 40) 的 重 根 ， 则 @ 一 一 一， 这 时 (4.41) 


的 形式 已 不 可 用 ， 将 特 解 改 为 
多 一 4Y2E4Y， 
再 将 它 作为 形式 解 代入 4.37) ， 得 到 
A(la2+patrq)wie* 十 24(02C 十 加 XeE52 2 一 6 
由 于 & 是 二 重 根 ， 故 上 式 左 端 两 个 括号 内 的 数 都 等 于 硕 ， 由 此 可 得 


4 = 本 


综 上 所 述 ， 如 果 & 不 是 方程 (4.40) 的 根 ， (4.37) 有 形 如 4e?x 的 持 解 ; 如 采光 
是 (4.40) 的 单 根 ， (4.37) 有 形 如 Axe?”* 的 特 解 ; 如 果 & 是 (4.40) 的 重 根 ，(4.37) 
有 形 如 44%2e?x 的 特 解 ， 各 式 中 的 和 4 均 可 用 待定 系数 法 确定 . . 
例 1 求 方程 : 
多 一 39 一 6 
解 ” 由 于 特征 方程 为 
A2—34 二 0。4(4 一 3) 一 0， 
特征 根 为 
M1 一 0，42 一 3， 
故 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
21 一 C1 十 Co637 
又 由 于 5 不 是 特征 根 ， 故 已 知 方程 有 有 形 如 
y=Ae"* 
的 解 。 将 它 代 入 原 方程 、 得 到 


25 Ae*—15Ae’™=e*, 
改 有 ，104 =1 ， 有 4 一 小 -， 因 而 ， 已 知 方程 有 特 解 了 = 上 es*， 从 而 可 得 通 解 
3x 1 ,sx 
CT Ce 0 


例 2 求 方程 


的 通 解 ， | . ” . i , 
解 ” 易 见 ，2? 一 1=0， 4== 士 !， 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 = 
y1 一 Ci1CY 十 Co2E *. 


由 于 &@ = 1 是 特征 根 ， 故 已 知 方程 有 形 如 
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J -44ex 
的 特 解 ， 将 它 代 入 原 方程 ， 得 


2Ae*+ Axe*— Axe*=-3-e*， 
从 而 ， 24 = 末 ， 4 = 一 -人 必 乡 = 一 ex. 由 此 可 得 通 解 


1 


Y=C16*+C2€ “十 一 全 Ve". 


上 面 关 于 二 阶 方程 所 得 到 的 结果 ， 可 夫 进 一 步 推广 到 具有 布 缠 
/I(%)=pm(X)e™ 
的 2 阶 方程 (4.20) 上 去 ， 某 中 pm(%) 是 1 次 实 系 数 或 复 系 数 的 多 项 式 
pm(X)—porT + pr lt +pn_i1% 十 力 n (1 ZP1) . 
可 以 证 明 (参看 B ..B 史 捷 斑 诺 夫 著 《微分 方程 教程 > 第 212315 碳 )， 
1 ) & 不 是 特征 根 时 ， (4.20) 有 形 如 
09 二 QuC2eoz 
的 特 解 ， 共 中 | 
QOmX) gdm+tqdit lt +qm1d+dn 
是 HM 次 多 项 式 ， 它 的 系数 可 用 待定 系数 法 求 得 ， 
2 ) C 为 有 (之 1) 重 特征 根 时 ，(4.20) 有 形 如 
yl1 =XQnX) es 
的 特 解 ， 其 中 Q(X) 是 形 如 上 述 的 x 次 多 项 式 » 它 的 天 玫 辐 村 可 用 竺 定数 法、 
例 35 求 方 程 
92 一 549 十 6 光一 6 全 2 一 10 和 十 2 
解 ” 先 求 对 应 乔 次 方程 
2 一 82 十 6Z 一 0 
的 通 解 . 
特征 方程 是 
12 一 54 十 6 一 0， | 
由 于 42 一 54 十 6 二 (4--2) (4 一 3)， 故 特征 根 41=2，42 二 3， 从 而 ， 对 应 齐 次 方程 通 解 为 
ZZ=C162* 十 C2657 。 
因为 & = 0 不 是 特征 根 ， 因 而 已 知 方 程 有 形 如 
41 一 4%2 二 BYTC 
的 特 解 . 为 确定 出 系数 4，B,:C， 将 它 它 代 入 原 方程 中 : 由 于 
y=2AX+B, yi1=24, 
24 一 5(244 十 再 ) 十 6(04Y%Y2 十 可 和 十 人 ) 一 64%2 一 10% 十 2， .. 


或 
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64Y2+(6 呈 -104)Y +2A—5B+6Cc=6%2—10% +2. 
比较 上 式 等 号 两 端的 同 次 短 系 数 ， 可 得 

6A=6, 6B—10A=—10, 2A—5B+6c=2. 
解 上 述 方程 组 ， 得 


改 已 知 方程 特 解 为 
491 三 4%“。 
已 知 方程 的 通 解 为 
4 一 %2 十 C162X 十 Co2E37， 
例 4 求 方程 四 
9 一 549 一 一 5 入 2 十 2 和 
的 通 解 . 


解 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 : os 
42 一 54 一 0，4(1 一 5) 二 0， 四 
特征 根 为 41 =0，42=5， 齐 次 方程 的 通 解 为 
2 一 CI 十 C2857 。 
由 于 GE 二 0 是 单 根 (特征 根 ) ， 改 已 知 非 齐 交 方程 有 形 如 
yi1=%(AX2+ BX+C) 
的 特 解 . 
将 它 人 


A= 却 - ,B=0, C=0, 


i > = . 
地 后 可 得 所 求 通 解 
了 = 全 + 十 Cz2B5Y 。 
例 5 求 方程 
多 一 4 十 4 二 262 
的 通 解 ， 
解 由 于 


A2—44+4 二 0，: 41 ,2 二 2， 
故 2 一 62xX(C1 十 Co 和) 。 

由 于 & = 2 是 二 重 特征 根 ， 故 有 
Ji 一 4Y222 Al=1l, »l=*2e2*, 
所 求 通 解 
光一 %282x 十 E2x(C1 +C,%). 
下 面 来 研究 ， 当 方程 (4.20) 右 端 是 形 如 

f/f(X)=e*[p  (X)cosDbeY 十 力 42) Sin DY ] (4.44) 
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的 函数 时 ， 求 它 的 一 个 特 解 的 方法 ， 其 中 ， 加 全 (27)， 加 (02 是 汉 的 不 癌 于 ;次 的 多 
项 式 , 但 其 中 至 少 有 一 个 ， 其 次 数 不 小 于 1%， 当然 ， 它 们 可 以 是 常数 ， 而 且 ， 其 中 一 个 
可 以 恒 等 于 盐 . 
根据 欧 拉 人 公式， 有 
eib*x-re ibx eibxX BE ibx 


cosb% 一 一 sin@% 一 


这 样 一 来 . (4.44) 可 改 与 成 


bx ibx ; 
f(x) —p :1 (Xe 6’ 二 办 (2) (%) gxeib 5 . 
8 


Xe bx 


J -ur 
~ pi (x)e latibyx t+ pK) (Xe oibyx, 


其 中 ，PL0 (%)， 力 42(%) 是 加 次 多 项 式 . 
因此 ， “(4.44) 式 相当 于 两 个 (4.43) 形状 的 画 数 相 加 .再 由 非 齐 次 方程 的 一 个 性 
党 加 原理 ， 情 形 (4.44) 可 完全 化 为 情形 (4.43) . 下 面 就 来 介绍 
又 加 原理 ” 设 有 非 齐 次 方程 
LE[y)=f1(%)+f 2%), (4.45) 
旦 1(%)， 儿 a《X) 分 别 是 方程 
Ly)=f.(%), LLy1=/,(%) 
的 解 ， 则 画 数 y.(%) 十 2《X) 是 方程 (4.45) 的 解 . 
证 明 由 于 


质 


LCy1(%)JEf1(%), LEY2(%) J ,(%), 
LLYICX) + ya%) JELCY1X)I + LL YX)Ef (NX) + aX), 


如 上 所 述 ， 情形 (4.44) 由 于 示 加 原理 可 化 为 情形 (4.43) . 但 实际 求 特 解 时 〈 尤 
其 是 求实 数 形式 的 特 解 时 ) ， 并 不 先 化 (4.44) 为 (4.43) ,而 是 推出 在 已 各 情况 下 ， 
方程 (4.20)〉 的 特 解 应 具有 什么 形式 ， 再 用 待定 系数 法 求解 . 这 可 分 如 下 两 种 情 沈 ， 
1 如 果 @& 士 记 不 是 特征 根 ， 则 特 解 的 形状 为 
y= (Xe tib)x +Q..*’e'oib’", (4.46) 
其 中 ,SDCX)，Q@4*'《%) 是 系数 待定 的 吉 次 多 项 式 ， 
2. 如 果 & 士 过 是 及 重 特征 根 ， 特 解 的 形状 为 
yi1=XkCQA DN Xe tih x QA (Xe 7 (4.47) 
如 果 把 (4.46) 及 (4.47) 化 成 实数 形式 ， 对 应 上 述 两 种 情况 ， 可 分 别 得 到 ， 
(1) 如 果 & 土 记 不 是 特征 根 ， 则 特 解 其 有 形式 
yi1=e*(QL D(X) cos bs + QS sinD% ]; 
其 中 Q@S CX)，Qw**(%) 是 系数 待定 的 4 次 多 项 式 ， 
(2) 如 果 & 土 记 是 名 重 特征 根 ， 则 特 解 应 其 形状 
yi1=%Xke rr QD (Kcosbx + Q(X) sinb% ]， 
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其 中 Go (%)，Q@w'(X) 是 系数 得 定 的 ;次 多 项 式 ， 


nt 《XYX)，Qw*《X) 系数 的 求法 和 上 面 类 似 ， 即 把 Yi 代入 原 方 程 ， 季 比较 的 问 


次 需 系 数 即 可 求 得 . 


值得 注 疮 ,即使 企 访 4 (YXD7， 力 和 2 (%) 引 有 有 一 个 恒 为 老 ， 这 时 方程 (4.20) 的 特 解 仿 
具 形 状 (4.46)，(4.47) ， 即 ,不 能 当 p44(X) 三 0 时 在 (4.46) 或 (4.47) 中 网 令 


Q(X)=0 ， 而 加 2 (X) 三 0 时 ， 就 今 Q@52*(X) 寺 0. 
例 6 求 方程 | 
y+y'—2y=e*(cOs% —7sin%) 
- 解 先 积分 对 应 的 草 次 方程 : 
22 十 一 2 必 一 0， 
我 们 有 : 
i2+2—2=0, N=1l, 2 一 一 2; 2 一 C167 十 Co26E “°°. 
因为 数 & 士 记 =1 士 ;不 是 特征 根 ， 故 原 方 程 具 有 形 如 
41 一 6EY(4cos% 二 BsnY%) 
的 特 解 ， 
将 上 式 代 入 原 方程 ， 由 于 
Jy1=e*(Acos%w +B sin%), 
yi=e*[(A+B)cos% + (BA) sinx),, 
y=e*[(2Bceos% —2Asin%). 


故 
4 1 y'-2y=e*[2Boeos%—2Asin% +e*[ (A+B)cos%t+ 
+(B— A)sin%] -2e*C Acos% + Bsin%)= 
=~8*x(COSN -7 Sin%), 
或 / 


(3B—A)cos%—(B+3A)sin%=cos%—7 siNn»,. 
比较 上 述 等 式 两 端的 co8%*,，sin% 的 系数 ， 可 得 
—A+3B=i, —3A—B=—7, 
因此 ，4=2， 召 =1， 故 


41 一 BExY(2c08% 十 SIn%). 


所 求 通 解 为 
Y=:6*(2COSY 十 SinY%) 十 C186 十 Co28 *™. 
例 7 求 方程 : 
J y=2SIn% 
解 ” 我 们 有 


ZzZ? 二 + 二 0， 22 十 1 二 0， 4i;2 二 年 tf; 2 二 C1C09% 十 C2 SIN 


由 于 是 特征 方程 的 单 根 ， 故 所 求 特 解 应 具 形 去 
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yi1=%(Acoss+B sins). 
现 将 上 式 代 入 原 方 程 ， 确 定 系 数 4，B .由 十 
yi1=X(Acos% + Asin’), 
y'—(Acos%+Bsins)+X(—Asins + Boeos%) 
~—(A+BSX)cos%+(B— AS)sin%, 
Boeosr—(A+A%)sins—Asin%+(B—AX)cos% 
~—(2B—AX)cosx%—(2A+BX%)sin%. 
y+y1=(2B— AX)cosx%—(2A+BY)sin%+%(Acos%+.Bsin%) 
— 9Boeosx%—2AsinX=2sin%. 
A=—1, B=0, 1 ~—%COs%, 


因而 ， 所 求 通 解 为 


9 一 一 %cos 浊 十 Ci1c084 十 C2 SINn XX， 


例 8 求 方程 
42 一 649 7” 十 54 一 一 367 十 5 和 
的 通 解 . 
解 我们 有 有 : 


z?—6Z'+5Z2 二 0， 242 一 61 十 5==0， N=1,， 42=5， 
Z=C16* +C26°7., 
因为 原 方程 右 端 由 两 项 组 成 ， 根 据 秋 加 原理 ， 可 先 分 别 求 下 述 二 方程 
9 一 6% 十 5 和 一 一 367，4 一 63 十 5 光一 5 和 
的 特 解 ， 这 二 特 解 之 和 即 为 所 求 ， 
对 于 其 中 第 一 个 方程 ， 有 
y1=Axe*, A= i 13%0*. 


对 于 第 二 个 方程 ， 有 
y= A%?2+ .BY+C, A=1, 12 C= .62 
. 5 25 
1 
% 一 %2 十 < + 一 
因而 ， 
yi 二 9 一 -Wex 十 %2 二 -2 + 


为 原 方程 的 一 个 特 解 ， 其 通 解 为 
12 


yo 3 wexi+%2+t a 二 -82 reer+c,es, 
,4 5 25 


习 题 4.4 
求 下 列 各 方程 的 通 解 ， 


本 159 间 


Em 


上 [1， 4 一 7 多 上 124 一 5 
2。 4 十 44 一 8 

3. 2 +Yy 十 儿 一 362 3 
9 人 6 多 十 9 -483”; 

5,. 9492 一 8 十 74 一 3%2 十 7 如 十 8; 
6 4 一 24 十 44 一 (4 十 2)833 
7， 基 十 6X% 十 13% 一 et(12 一 5 十 2) 3 
8, J ”+y=5sSn2%;. 

9, 42 一 24 十 104 一 和 cos2Y% ; 

10，42 十 94 一 18cos 3%— 30sin 3%, 


$ 4.6 二 阶 常 系数 方程 与 插 动 现象 


本 节 主 要 是 具体 求解 在 84.1 中 所 提出 的 ， 摘 述 弹 簧 振动 的 方程 


NS TCD (4.4) 
并 且 研 究 其 解 的 物理 意义 ， 
如 果 了 f(t) 三 0 ， 即 假定 没有 外 力 1(t)， 这 时 得 到 方程 
most pS to%=0. (4.48) 


它 对 应 的 物理 过 程 是 ， 在 初 逻 时 ， 将 物体 在 竖 直 方向 上 稍微 拉 离 平衡 位 置 ， 然 后 放 开 ， 
让 物体 自由 运动 ， 这 时 方程 (4.48) 所 描述 的 是 阻尼 自由 振动 . 
如 果 f(t) 夺 90，， 同 时 还 有 4 = 二 0，， 即 假定 没有 外 力 并 且 忽 格 介 质 的 阻 力 ， 这 时 
得 方程 
d2% 
dt? 
它 所 描述 的 是 无 阻尼 自由 振动 ， 或 称 简 谐振 动 . : 
下 面 我 们 分 别 求解 方程 (4,49) ， (4.48) 及 (4.4)， 并 阐明 在 各 个 情况 下 解 的 物 
理 意义 ， 


1".。 简 谐振 动 一 一 无 阻尼 自由 振动 . 令 如 一 一， 方程 (4.49) 变 为 


m 十 C% 三 0， | (4.49) 


d2% 


at te %=0. (4.50) 
这 是 一 个 二 阶 常 系数 齐 次 方程 特征 方程 为 ?2 十 k? =0， 特 征 根 是 41.s= 土 场 ， 它 的 通 
解 为 

YY 一 ClcosR -+c, sinkt (4.51) 


其 中 cl ，cz 是 任意 常数 . 
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为 了 阐明 (4.51) 的 物理 意义 ， 像 三 角 学 中 常 做 的 那 容 ， 用 C3 二 但 去 除 它 的 两 端 ， 
我 们 得 到 


wp otoB( C!s cosht + ,C2 ,sinkt ) 
C3+C2 1+C2 
1 2 2 
或 改 与 成 
”Asin (kt+toa), (4.52) 
其 中 
Vertes=A, -ssi /008 0. 
1 cc 十 C2 V ci 二 C3 


由 此 可 见 ， 物 体 在 平衡 位 置 附近 作 简 谐振 动 ， 
量 4 称 为 振幅 ， 幅 角 刀 十 4 称 为 振动 的 位 祖 (或 简称 位 相 ) ， 位 相 在 二 = 0 时 成 取 


之 值 ， 即 4 ， 称 为 初 位 相 ， 包 一 是 固有 振动 频率 ，7 ==- 开 ==2r -全 为 周期 


易 见 ， 仅 与 弹 得 的 刚度 和 物体 的 质量 有 关 . 因为 c = -二 -= 也 8 ， 则 周期 还 可 以 表 为 
1 A 


ra 一 将 (4.52) 对 二 微分 ， 可 以 得 物体 运动 的 速度 
2 一 Ak: o0s (Rk* +a). 
为 了 确定 振幅 及 初 位 相 ， 必 须 给 出 初始 条 件 . 例如 ,假设 在 初始 时 刻 = 0 时, 物 
体 的 位 置 是 % = 二 各， 速度 是 2 一 96。。 这 上 时 有 


%0o=Asina, 2 一 dpRcoswX，， 
从 而 
A=Y #3+ 9 z=arotg 0， 
出 上 述 公 式 可 以 看 出 ,振幅 4 与 位 相 “ ”和 所 动 的 周期 及 频率 不 同 ， 它 们 者 和 系统 由 
初始 状态 有 关 ， 
2°. 阻尼 自由 振动 ， 各 采信 2 有， -二 2%， 则 方程 (4.48) 就 变 为 
d2% ， i 
2 2n SF +k2x=0 (4.53) 
的 形式 . 它 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 . 它 的 特征 方程 是 42+2%1+k? 一 0， 特征 
根 是 
i1,2= 一 NWN 圭 V 1 一 2 . | (4.54) 
现在 分 三 种 情况 讨论 ， 
(1) m2 一 k2<<0, 这 时 对 应 于 介质 阻尼 不 太 大 的 情形 ,如 果 今 2 一 p2==Ri, 则 (4.54) 
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具有 
41 ,2 一 一 人 委 士 Ih) 
的 形式 . 这 时 ,方程 (4.53) 的 通 解 为 
=e n{(cIcoskit ttc, sinkit). 


用 类 似 有 由 方法 可 将 它 化 为 


=Ae isin(kit+ia). (4.55) 
如 果 初 始 条 件 为 : ==0; =%0o，2 二 Vo. 为 了 确定 出 相应 的 4 及 «a ， 先 来 计算 
v =F =Akie "icos (hit +o) — Ane™isin (kit+e) ， 


将 ZZ = 0 代入 人 及 go 的 表达 式 中 ， 可 得 
%o= Asina, 
vo= AR! cose— Ansina. 
用 第 二 个 方程 的 两 端 除 以 第 一 个 方程 相应 的 两 端 ， 人 得 


2 ~kctga—n, 


re 20 十 14%0 -。 
Cto C 一 一- to = 
从 而 s Ei Xo , 中 rr 9 从 而 ， 
xdyetg 1% 
Vo 二 ho 
因为 
RE,%Xo 
SIN GS—=— -= -一 一 一 一 0 
V 1 十 A Vi RIXo 
(v0 二 1%0)2 
_ Rk,%o 
VY Ris22+4+ (Vo+ NNo)2 
则 
Pa Mo VY kixXoti (Voi+h%o) 
sing Ek, 


(4.55) 式 表 明 ， 这 时 所 发 生 的 是 阻尼 振动 ， 实 际 上 ,振幅 4e-*! 是 时 间 的 弟 
总 函数 ， 且 当 乡 二 co 时 ，4e 0。 
拔 动 的 周期 由 式 


确 完 ， 


振动 频率 ki =V k? 一 %2 较 简 谐 振动 的 频率 更 小 (&a<R) ， 它 也 与 物体 的 初 妨 准 


(2) 442 一 ?二 0 .这 上 时 通 解 为 
=e "(c+c,t), (5.56) 
此 时 运动 不 具 据 动 性 质 且 当世 二 吕 时 ，%>0， 
(3) 92 一 ER2>>0， 这 时 对 应 介质 阻尼 较 大 的 情形 . 令 1 一季 三 82， 特 第 根 为 
41 2 二 一 加 士 有 = 一 (10 干 用)， 
因为 及 过 % ， 故 这 时 两 个 特征 根 均 为 负 ， 通 解 为 
VC tp tree ‘Whi, 
易 见 ， 此 时 运动 不 是 周期 的 ， 困 而 不 具 振 动 性 质 ， 且 当 t 记 二 ce 有 时 ，*> 0， 
3” 阻尼 强迫 振动 ， 设 作用 于 物体 的 外 力 
f(t)=Qsinpt, 
站 ip .,@ 均 为 肖 革 .这 时 ,方程 (4.4) 上 其 形式 
d2% 


A an + ht = qsinpt, : (4.57) 


-Hi oN 二 p2—_C. ee 
HH | 7 3 7 S gd ZIZ 


这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 。 它 所 对 应 的 齐 次 方程 是 (4.53) .我 们 假定 
介质 阻尼 不 太 大 ， 则 02 一 有 2<0， 这 时 齐 次 方程 有 形 丸 
X=:Ae "tsin(kit+a) 
的 通 解 ,其 中 二 二 N23 ， 这 个 解 确定 的 是 一 个 衰减 的 自由 拨 动 ， 
根据 (4.57) 右 问 的 形状 ， 它 有 形 如 
z=Mocos pt +N sinpt 
的 特 解 ， 其 中 辟 ，N 均 为 常数 ， 
为 求 出 M，N, 将 x 代入 (4.57) 比较 系数 即 可 .为 此 先 来 计算 
R20 = (Moos pt +N sinpt)k?, 
242 =(—MDpsinpt +NpPeos pt)2n, 
z= —Mbp?cos pt—ND?sinpt. 
将 直 述 各 式 代 入 (4.50) ， 此 较 系 数 可 得 方程 组 
M(k2—p2)+2PN =0 
z 一 293 力 hd 十 (RE2 一 力 2) MG 
因为 


R2 一 办 ” 2np 
=(R2—D2)2 +4%2p2, 
—2np Ek?—Dp? 
| 0 242 力 kp2—p? 0 | : 
=—2%p4q, | ~q(k2:—pD2), 
4p hk:—p° —2%np 9 
故 有 
M=—. 2npg N= qd(k2— D2) 


Cpt? VN Cprtanip 
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及 而 ， 所 求 特 解 为 


?= Ep2 名 ran2pi tapeos pt + (hk? —p?) sin pt]. 


和 


2%p , 
En. Spt 
“二 1 (k2— P| 1 (hk2. (k2—# 力 2)2 十 4322 力 2 cosp + 
: 一 办 . ”1 
VV (Rp2): Da 4n2p2 ‘inpt | 
在 令 | 
p22 jin6 
VW (有 2 一 方 2)2 十 4722 办 2 如， Vv (82 一 力 2)2 十 4722 力 2 Se, 
及 2 一 办 2 A SN 一 
Ch Day ye = £080, (4.58) 
关 j 
r= Bsin (加 一 59) (4.59) 


称 为 相生 并 。 (4.57) 的 通 解 为 
%=Ae isin(kitia) + Bsin(pt—o). (4.60) 
在 前 面 已 经 看 到 ， 上 式 的 第 一 项 当 上 -> + ce 时 ， 很 快 地 消失 ， 因 而， (4.60) 的 主 
要 项 应 是 它 的 第 二 项 : 


加 、 ad < | 
"VT pi sin (pt—o0). (4.60) 


下 备 主 要 米 研 究 方 这 一 项 . 
: 首先 ， 不 难 发 现 , (4. 60 的 气 幅 5 无 关 并 且 和 周期 性 外 力 Qsin pt 的 振幅 成 比例 


9 
(因为 Q=-4). 其 次 ,由 于 
B' ( 力 ) = EEC(R2 一 p2) 2p— 47221 42°p) 
LCL (RE?2— pp2)2 +4n2p2 
易 见 ， 如果?>242? ,在 卫 =Vk? 一 2n2 时 。B( 思 ) 取 极 大 值 . 这 时 振幅 的 最 大 值 为 


gg | 1 i 
B= pa na (4.61) 


在 ?< 一 272 时 ，.B(D) 不 取 极 值 . 

我 们 称 刀 二 V2 一 242 为 共振 频率 . 这 时 产生 的 现象 称 为 共振 现象 ， (4.61) 所 确 
定 的 已 称 为 共振 振幅 ， 

和 如果 如 很 小 , 则 妨 汪 有 . 且 (4.61) 表明 ， 当 如 0 有时，B->+co， 即 当 阻 尼 很 小 
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时， 车 系统 的 固有 频率 点 接近 于 外 力 的 频率 ， 共 振 据 幅 可 以 变 得 很 大 . 

我 们 回想 起 ， 本 意 开 始 时 对 于 如 图 4,1 所 示 的 电路 当 电 动 势 源 为 周期 净 变 电动 女 
9 
-十 一， 1 -~ bocosot (4.62) 


容易 看 出 ， 它 与 方程 (4.4) 十 分 相似 ， 两 者 之 间 存 在 对 应 关系 ， 
质量 呆 -< 一 ~ 电感 区; 
咀 尼 和 柔 数 /< 一 这 电阻 民 ; 
C 一 之 电容 的 倒数 ; 
位 移 人 < 一 > 电容 器 极 板 上 的 电荷 量 4 

上 进 的 力学 系统 与 电学 系统 之 间 的 相似 性 ， 使 得 它们 各 个 求解 过 程 的 数学 运算 也 一 
横 一 样 . 因 而， 我 们 可 以 把 对 于 力学 系统 的 计算 结果 ， 照 搬 到 电学 系统 上 去 . 并 可 同样 
研究 电路 中 电流 的 振荡 性 质 ， 诸 如 ， 自 由 振动 ， 阻尼 自由 握 动 ， 强迫 振动 以 及 共 拨 等 
等 ，。 有 关 问 题 ， 作 为 习题 留 给 读者 ， 并 建议 去 研究 其 物理 意义 ， 

此 外 ， 这 种 相 似 性 ， 使 得 用 电学 系统 去 模拟 力学 系统 成 为 可 能 ， 册 于 电学 末 统 易于 
实现 ， 从 而 ， 这 种 模拟 就 大 大 地 成 化 了 对 力学 系统 的 研究 ， 模 拟 式 电子 计算 机 就 是 根据 
这 一 思想 设计 制造 的 

共振 现象 有 十 分 广泛 的 应 用 . 例如 ， 在 无 线 电 接收 机 中 利用 共振 现象 进行 调谐 ， 在 
工业 上 也 有 利用 共振 现象 的 振动 家 等 等 但是， 由 于 共振 现象 ， 使 得 一 个 系统 在 不 大 的 
周期 外 力作 用 下 能 够 产生 振幅 很 大 的 振动 ， 因而 ， 对 于 机 械 系 统 求 说 ， 往 往 造 成 灾难 性 
的 后 果 . 例如 一 部 电动 机 固定 在 某 一 弹性 座 台 上 . 电动 机 转动 时 将 产生 周期 性 外 力 . 这 
力 传 给 台 ， 使 它 处 于 强迫 振动 之 中 ， 当 外 力 频 率 接近 座 台 的 固有 频率 时 ， 便 产生 共 
拔 . ; 文 时 应 和 的 振幅 往往 能 大 到 使 它 本 身 草 到 破坏 的 程度 ， 为 各 哩 产生 共振 ， 就 要 事先 
计算 出 固有 频率 ， 并 采取 某 种 防止 共振 的 措施 . 


村 题 4.5 


1， 一 拉 紧 弹簧 所 受到 的 拉力 与 它 的 长 庶 伟 长 成 正比 ， 当 长 度 增长 1 寿 米 时 ， Ee 
拉力 为 一 千克 . 今 有 重 2 千克 的 物体 挂 在 弹 得 下 端 ， 你 持平 衡 ， 假若 将 它 稍 向 下 拉 ， 然 
后 再 放 开 ， 试 求 由 此 所 产生 振动 的 周期 ， 

2.， 一 重 为 如 = 4 十 吉 的 物体 挂 在 弹 笑 下 端 , 它 使 弹 沉 的 长 度 增长 1 砷 米 ， 假定 弹 筑 
的 上 端 有 一 转动 机 产生 铅 直 调 合 振动 多 =2sin30 上 # 
“(厘米 ) ， 并 在 初始 时 刻 = 二 0 站 里 物 处 于 藤 直 
状态 ， 试 求 该 重 物 的 运动 规律 . 

3. 质量 为 斩 的 质点 由 殉 止 开始 沉 入 液体 
中 ,当下 沉 时 ,液体 的 反作用 -下 况 的 速度 成 止 比 ， 
求 此 质点 的 运动 规律 。 
| 4， 在 LC 电路 中 (图 4.3)， 先 将 开关 所 到 el 
4 处 ， 对 电容 器 充电 到 电源 电压 上 。， 然 后 再 将 开 关 
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拨 到 “ 2” 处， 如 时 

C 三 2x10 法 拉 ， L=5x10 i 求 此 LC 电路 中 的 电流 s(t) 和 电容 天 两 端 
的 电压 pe (*)， 

5. 有 一 LRC 电路 ， 其 中 LC 并 联 ， 再 与 尺 及 电源 上 =vsinwt 上 串联 , 试 求 ， 
(1) 通过 电阻 的 电流 强度 ; (2) 在 角 频 率 等 于 何 值 时 ， 电 流 强度 最 大 或 最 小 ? 

6. 有 一 上 RC 电路 , 其 中 RC 并 联 ， 上 再 与 上 及 直流 电源 瑟 串 联 ， 试 求 通过 电感 乙 
物 电 流 1(t)， 假定 在 t = 0 有 时, 1(0)=0. 


许多 二 阶 线 性 方程 
: PoC%)Y + PX)Y' + DX)Y=0 (4.63) 
的 解 一 般 都 不 能 用 “有 限 形式 ”表示 出 来 ， 由 于 它们 在 应 用 二 占有 重要 地 位 ， 往 往 这 些 
解 作为 新 的 超越 画 数 而 被 引入 。 比 如 第 一 类 、 第 二 类 贝 塞 尔 〈Besse!) 画 数 〈 即 , 贝 塞 
尔 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 ) 就 是 这 样 的 . 
下 述 的 讨论 是 以 下 面 定理 为 基础 的 ， 
定理 4.10 如果 方程 (4.63) 的 系数 Po(%)，P1CX%Y)，P2《%) 在 某 点 %o 解析 ， 即 
po(%)，p1(%)，pP2(%) 在 三 %*。 某 邻 域 可 展 成 (% 一 %0) 的 天 级 数 ， 则 (4.63) 的 解 也 
能 用 (% 一 %0) 的 替 级 数 表示 ， 即 ， 如 全 Po(%o) 庆 0， 册 (4.63) 的 解 可 表 为 普通 的 短 经 
数 
: CS | (4.64) 
如 果 Pol(%*o) =0， 则 方程 (4.63) 的 解 可 表 为 广义 萎 级 数 
(DAL CAC 
这 里 总 假定 Qo 关 0，? 是 待定 常数 
这 个 定理 在 此 不 淮 委 进行 证 明 . 下 面 仅 举 两 个 例子 来 说 明 如 何 应 用 这 一 定理 去 解决 
一 些 具体 问题 
例 1 求 9 一 X23= 0 的 通 解 . 
解 ” 由 十 po(%*)==1， D2(%) = 在 一 .0 操 解 产 ， 目 访 (0) 产 0， 依 定 理 4.10 可 
假定 它 有 级 数 解 
y= QI%+ oo nN 
将 它 对 % 微 分 两 次 ， 得 | | 
492 一 2.102 十 3 2G3%V 二 ee 十 了 2， (2 一 1GCrX “十 各 (和 十 1) 和 ”十 
4 Donat 
将 39 及 3? 的 表达 式 代 人 人 原 方程 中 ， : : 
292.14, + 3.203++*… 和 
一 %fCo 上 CIY 二 242 十 十 CnM8 上 +…] 三 0。 
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比较 上 述 等 式 两 端的 2 的 辐 次 村 的 系数 ， 得 
2.1C, =0, 3:203— G0 二 0，4.:20G4 一 G1 一 0，5.403 一 Ca 三 0… 乏 每， 
A 从 Wi， 


Co : 41 a 
位 二 0， ww = 一 -一 一 一 -一 一 局 一 一 一 一 -一 (7 一 
2 3 3.21 4 A.3? 5 5 .4 
或 一 般 地 可 推 得 
他 0 ee 一 1 i 
3kT og6.6. 3B 18k “SKtl 3.4.6.7.3k(3kE+1) ’ 
Gal+i+2 二 0， 
其 路，C&o，G1 是 任意 的 .因而 


3 »B 33 
了 -一 ol 1 十 -4 一 _» -> 面目 第 本 和 昌 兴 十 i 一 | - [| 
t、 9 .3 9.3.5.6 2.3.5.6…(37 一 1)322 2 


| 7 ,3 7 二 1 ~ 
" | tt 和 30) te 

这 个 蕉 级 数 的 收 合十 全套 无 隐 六 ， 因而 级 数 的 和 (其 中 包括 册 个 任意 常数 Co 及 41 ) 
便 是 所 要 求 的 通 解 . 

例 2 求 方程 / 

%242 十 %9 + (XH2)Y=0 

在 和 =0 点 邻 域内 的 吉 级 数 解 ， 其 中 % 为 靖 数 . 

汶 个 方程 称 为 岁 塞 尔 方程 ， 它 的 解 不 能 用 初等 画 数 表示 ， 它 定义 出 一 类 新 的 超越 现 
数 ， 称 为 贝 塞 尔 画 数 . 它 在 无 线 电 电子 学 ， 工 程 技术 及 天 文学 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 

解 ” 由 于 po(0) =0， 我 们 来 求 形 如 : : 


» = Darrtp (ao 庆 0) 
的 解 ， 
将 上 述 级 数 逐 项 微分 两 欢 ， 并 代入 原 方 程 中 ， 符 
#2 Sap(r +h) (r+ D1) rb 2 二 
十 久 Bras(r+p) stp 十 (52 一 92) Sap th=0, 
比较 % 的 同 次 汰 的 系数 ， 得 
GOL 和 一 7 一 0， 


GZI[C(7 十 1)2 一 MX2] 一 0， 


J GCC 十 2)2 一 2 十 Go 一 0， (4.,64) 


GpL (7 + p)?2—%2]+aGp_»=0 


因为 Qo 天 0， 则 有 2 一 %? 二 0， 从 而 ?+= 土 %， 为 确定 起 见 ， 暂 令 7- 4 之 0 ， 由 (4 64) 
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中 的 第 二 个 方程 可 得 
好 6 

(7 =--= 站 位 -一 全 位 一 -一 0 = 。 0 _ 
1 3 2p+1 E, 2 (1 二 2)2— 2 22 (K++1) 

位 4 一 一 0 二 -一 G2 -一 bo | 
(1 +4)*— 2 22(MN 十 2).2 24(82 十 1)(22 十 2) 2? 


ee pC -一 (— DP?eo i 
?22P.p1(n+1) (R42) (RFD)’ 


办 此， 在 了 三 如 一 0 有 时， 得 到 贝 塞 尔 方 程 的 解 


【一 1)0Y “之 蕊 二 于 


人 


> 
?= op 2Bp! (各 十 1) (22 十 2) (2+D) 


若 将 任意 常数 Go 取 为 
1 


Cn = —— . 


上 Ei : 
i(p) =| er*spids, 


卫 在 力 过 0 时,，T(D+1) =PL(p)， 这 个 解 就 具有 更 为 简单 的 形式 
(—D*(-) 
(十 加 十 本 


通常 称 上 述 级 数 为 妈 级 第 一 类 贝 塞 尔 画 数 ， 并 用 J (2 表示 


当 Y = 一 2 <0 时 ， 完 全 类 似 可 得 
G2p+1=0,) 
《一 LpCo “人 沙 
(28 一 22pp1(— -1) (一 2 二 2) (一 姑 十 力 ) (个 为 上 整数 ) ， 
若 取 : 
| 一 


Zn 一 
2 一 二 1) 


有 时 得 到 一 名 级 第 一 类 由 塞 尔 协 数 ， 记 为 
Lh 大 


(= 2 


J _n(%)= > BT a 办 +1) 


om 
Tr 


J_nX) 在 (0， + 0%) 上 收 做 改 都 是 原 方程 的 解 ， 


(不 为 整数 ) ， 


由 于 级 数 J ,(*)， 
于 是 原 方程 的 通 解 为 
二 C1Jn() 二 C29 _n(X) (如 不 为 整数 ) ， 


其 中 C1，cs 为 任意 常数 ， 
符 22 是 整数 有 村， 利用 这 个 方法 只 能 得 到 一 个 特 解 ， 与 它 线性 无 关 的 另 一 特 解 间 放 扩 
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人 


它 方法 十 能 求 得 ， 这 个 特 解 所 确定 的 西数 称 为 第 二 类 贝 塞 尔 画 数 ， 具 体 求法 在 此 不 准备 
介绍 . 
|- 所 述 ， 使 用 定理 4.10 求解 方程 (4.63) 的 过 程 如 下 . 首先 ， 将 PoC%)，P1C%) 
展 或 〈% 一 %o) 的 替 级 数 ， 骨 根据 po(%o) 才 0 或 po(%*o) 二 0 不同 的 两 种 情况 , 分 别 在 
形式 上 假定 (4.63) 具有 形 如 (4.64) 或 (4.65) 的 解 . 在 po(%0o) 才 0 时 ， 将 (4.64) 
代入 原 方程 (这 时 ， 要 形式 上 微分 系 级 数 (4.64)) ， 并 令 等 式 两 端 * 的 同 次 埠 系 数 相等 
(即使 用 所 谓 无 限 的 待定 系数 法 )， 从 而 得 到 关于 〈4.64) 的 系数 ks 的 方程 ， 解 出 ak 
代入 (4.64) 中 ， 便 可 得 到 (4.63) 的 形式 解 . 求 出 (4.64) 的 收敛 区 间 ， 由 于 在 收敛 
区 间 上 可 以 进行 逐 项 积分 与 微分 ， 这 表明 在 前 面 将 〈4.64) 代入 《4.63) 中 时 所 进行 的 
汲 项 微分 运算 是 合理 的 ， 即 ， 最 后 所 得 到 的 震级 数 〈4.64) 在 收敛 区 间 内 确实 是 我 们 所 
要 求 的 解 。 在 po(%o)=0 有 时， 解法 过 程 一 样 ,将 (4.64) 代入 (4,63) ， 上 比较 %* 的 最 
低 次 替 的 系数 可 得 ? 之 值 ， 再 比较 其 它 同 次 款 的 系数 ， 便 可 求 得 &x 之 值 . 

这 种 方法 也 适用 于 高 阶 线性 齐 次 与 非 齐 次 方程 ， 对 有 关内 容 感 兴趣 的 同志 可 参 阅 其 
它 教程 . / 


s 4.8 二 阶 线性 方程 解 的 概 动 性 质 


由 前 面 讨论 知道 ， 二 阶 方程 和 力学 、 电 学 系统 中 的 振动 现象 的 联系 极为 密切 ， 对 于 
常 系数 线性 方程 ， 我 们 可 以 求 出 它 的 解 求 ， 从 而 ， 对 于 它 的 解 的 振动 性 质 易 于 研究 ， 这 
下 如 我 们 在 § 4.6 中 所 做 的 那样 . 可是， 对 于 变 系 数 的 线性 方程 ， 由 第 一 章 讨论 就 已 知 
道 ， 一 般 来 说 ， 求 不 出 用 初等 画 数 所 表示 的 解 来 ， 这 就 给 研究 它们 解 的 振动 性 质 造 成 了 
极 大 困难 .虽然 在 §4.7 中 给 出 这 类 方程 的 霍 级 数 解法 ， 要 把 解 表 为 考级 数 的 形状 也 是 
很 困难 的 ， 而 且 用 级 数 解 来 研究 其 振动 性 质 也 极为 不 便 ， 自然 提出 问题 ， 能 人 否 根据 方程 
的 系数 性 质 来 研究 它们 解 的 性 质 昵 ?斯 图 姆 (Stwrm，1803~1855) 作 了 这 方面 的 开 
创 性 工作 ， 并 得 到 极为 重要 的 结 未 ， 他 的 研究 方法 是 定性 地 研究 微分 方程 的 戎 芽 ， 他 所 
提示 的 思想 在 庞 卡 菜 (Poincaré) 的 工作 中 得 到 了 重大 发 展 ， 这 将 在 本 书 第 六 入 加 以 
介绍 . 

1” 振动 解 与 非 振动 解 

我 们 研究 二 阶 线性 齐 方程 
42 十 加 %)9 +a(%)y=0 (4.65) 
解 的 振动 性 质 ， 实 质 就 是 研究 它 的 非 雳 解 的 雾 点 分 布 问题 ， 因为 要 振动 就 必须 反复 穿 过 
平衡 位 置 ， 在 以 后 的 讨论 中 ， 总 假设 系数 六 %)，&(*) 都 是 某 区 间 〈 4， b ) 上 的 连续 
图 数 . 

所 谓 方 程 (4.65) 的 非 雳 解 ? = 在 区 间 (C&,2) 上 的 需 点 , 指 的 是 方程 外 *)== 0 
在 〈&，2) 上 的 实 根 . 

如 果 方 程 (4.65) 的 解 》=2%) (自然 指 非 雾 解 ) 在 区 间 (4，0) 上 存在 不 少 于 
两 个 零点 ， 则 称 解 在 4，658) 上 振动 ， 相 反 则 称 2》(%) 在 (4，58) 上 不 振动 . 

例如 ， 已 知 方程 
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rT 


yy —Rk2y=0, y+hR2y=—0 (kA£0) (4.66) 
的 通 解 分 别 是 

多 一 CI1BAY 十 CoE k*, 

4 一 ClicosRY +c sink% = Asin (kX +9). 
容易 看 出 ， 第 一 个 方程 的 任意 解 在 任意 区 间 (4，5) 上 均 不 多 于 一 个 需 点 ; 而 第 二 个 方 


程 的 任 一 个 解 ， 由 于 它 所 表示 的 是 周期 为 = 下 -的 简 谐振 动 ， 故 在 长 度 大 于 -下 -的 任 


意 区 间 (4，5) 上 至 少 有 两 个 雾 点 因而， 〈4.66) 中 第 一 个 方程 的 任 一 解 在 任意 区 间 
(a，58) 上 都 不 振动 ， 而 第 二 个 方程 的 所 有 解 在 长 度 大 于 - 产 - 的 任意 区 间 上 都 振动 ， 
一 般 来 说 ， 对 于 方程 
和 4 十 48 一 0， (4.67) 
其 中 g 是 常量 ， 它 的 解 的 振动 性 质 完全 决 取 于 条 数 g 的 符号 当 g >>0 时 , 解 是 振动 
的 ; 当 & 二 0 时 ， 解 是 不 振动 的 ; 当 & = 0 时 , 方程 (4.67) 变 为 


»”=0, 
它 的 所 有 解 显然 是 不 振动 的 ， 因 而 ， 条 件 
2 委 0 


是 方程 (4.67) 不 存在 振动 解 的 充分 条 件 。 
万 外 ,， 当 Q& >0 时 ,， 设 天 =9g， 则 (4.67) 的 解 
y=Asin (kX+9) 

的 振动 频率 恰 为 


可 见 ，4 越 大 ， 解 振动 越 快 ， 周 期 越 小 ， 从 这 个 性 质 出 发 ， 我 们 有 如 下 的 比较 定理 . 
2” 上 比较 定理 
先 来 研究 两 个 具体 的 常 系数 方程 
42 十 4 一 0，22 十 4 一 0 (4.68) 
它们 的 通 解 分 别 是 
| y(%)=Asin(% +9), 2%)=Bsin(2% +y)., 
2(%) 的 两 个 雳 点 间距 离 为 > ，z(%) 的 两 个 雳 点 间 的 距离 为 .于 是 ,YC%) 的 任 丙 


个 雳 点 之 间 ， 至 少 有 z(%) 的 一 个 零点 ， 从 振动 的 观点 来 看 ， 就 是 ZX) 比 y《*) 振动 的 
快 . 

对 于 一 般 方程 | 
J ”+gqd1y=0, 2?+qd2=0 
来 说 ， 其 中 gq1，q2 是 正 的 常数 并 且 qs。>q1， 也 有 类 似 的 结果 .不仅 如 此 ， 这 个 结果 还 
可 以 推广 到 变 系数 方程 上 去 

定理 4.11 已 知 二 方程 
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yqd1X)Y=0, 2 十 gz4X)Z 一 0 (4.69) 
其 (| qi(X)，qs《%) 在 区 间 (CC，D) 上 连续 ， 且 有 
qd2(X%)>41(%) (CE 一 %<) ， 
其 次 , 设 y== 光 %) 是 (6.69) 中 第 一 个 方程 的 任 一 解 ， 如 果 从 %) 的 任 两 个 相 邻 雾 点 之 
问 存 在 有 使 92《%) 汪 qi(%) 的 点 %*, 则 在 该 二 相 邻 需 点 之 间 第 二 个 方程 的 任 一 解 2 = 二 2(%) 
至 少 有 一 个 老 点 ， 
证 明 设 X。 和 %i (%o<<%“1) 是 解 y=9y<%) 的 两 个 相 邻 堵 点 ， 需 要 证 明 三 在 点 
%* ， 汉 0 之 %*<<%1 ， 使 得 2(X%*) 一 0。 
用 反 证 法 , 设 z(%) 才 0 在 (4，5) 上 恒 成 立 . 不 妨 认 为 在 (G4, 5) 上 有 从 %) 一 0， 
2*(%)>0. 
将 解 YC%)，z《%) 分 别 代 人 方程 (4.69) 中 去 ， 得 到 恒等式 ， 
92 十 0i(CX7 一 0， 
z2?+0d.(%)z=0, 
分 别 用 2，y 乘 上 述 二 式 ， 并 由 第 一 个 等 式 碱 去 第 二 个 等 式 ， 得 到 
y22 一 229 一 [9G2(X) 一 G1 CX) yz 
(y'2—2'Yy)' =[Lq2%)— qd1(%) yz. 
对 于 下 式 从 二 X06 到 二 和 *! ， 进 行 积分 ， 并 注意 到 9%(Yo) = 二 y(%1) 二 0， 得 到 
ys: (sD) (£0)3(40) |。 Ca qe yids. (4.70) 


因为 人 (%1) 过 0，Yy'(%0) 汪 0，z(%1) 汪 0，z(%0) 汪 0， 故 (4.70) 式 左 问 非 下 ,但 是 
依 假设 42C(X%) 一 qi1(X%) 在 (Xo，、X%1) 上 非 负 ,并且 YX)>>0，2z(CXJ>>0， 故 (4.70) 式 右 姗 
非 负 ， 这 一 矛盾 就 证 明了 本 定理 的 断言 ， 证 尘 . 

上 述 定 理 表明 ， 在 从 %) 的 两 个 相 邻 雾 点 之 间 至 少 有 人 妆 的 一个 雪 点 ， 所 以 我 们 也 
可 以 理解 为 第 二 个 方程 的 解 振 动 得 比 第 一 个 方程 的 解 强烈 ， 

在 实际 应 用 上 述 比 较 定 理 时 ， 常 常用 常 系 数 方程 来 与 变 系数 方程 进行 比较 ， 例如 要 
研究 方程 

»” +a(X%)y=0 (4.71) 

解 的 振动 性 质 . 已 知 g(x) 是 某 区 间 (4，b) 上 连续 的 正 值 丽 数 ; M， 人 和 分 别 表示 4(%) 
企 〈《C，2) 上 的 最 大 值 与 最 小 值 (M 二 mx 一 0). 

前 面 已 知 ， 方程 

bb +MI 二 0， yr +My =0 

解 的 相 邻 团 点 的 距离 〈 解 的 拔 动 周期 ) 分 别 是 二 二 一 及 77 7 将 它 们 分 别 与 方 程 


(4.71) 进行 比较 ， 由 于 
m<q(% <M, 


根据 定理 4.11 即 可 知 , 方程 (4.71) 的 解 的 零点 的 距离 不 大 于 二 一 一 而 不 小 于 声调 
例 1 研究 方 枉 
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JY 十 二条 一 (4 .979 ) 
的 解 YX ) 当 2 -> 二 ceo 时 的 振动 性 质 . 
解 我们 将 方程 〈4.72) -与 方程 
22 十 玉 22 一 0 


进行 比较 ， 不 难 发 现 ， 如 果 Y Ra ， 则 (4.72) 的 相 邻 零点 距 宛 小 于 一 一 ， 因而 当 * 


无 限 增 大 时 ， 这 一 距离 将 趋 于 需 ， 故 方程 (4.72) 任 一 个 解 的 相 邻 因 点 ， 当 无 限 增 大 
时 ， 将 无 限 地 靠近 . 

注 ”对 于 一 般 形状 的 二 阶 线 性 齐 次 方程 
ypXY' tN) y=0, (4.65) 
可 借助 变换 | 

y _p ee 

化 成 形 如 (4.71) 的 方程 . 

实际 上 ， 将 (4.73) 代入 (4.65) ， 由 于 
A drs gs ) 


4 一 一 e - ~ 之 ， 


— (2) ga .pb? p? (%) ez — 2) gS a 
-2 人 2 


将 上 述 的 9'"，y” 的 表示 式 代 入 〈4.65) 中 ， 整 理 后 可 得 z 
z+ (i p(x)— -DAAX))s=0. (4.74) 


营 令 
Q(x) = p(x) 过 加 (2 十 GD)， 


(4.74) 变 为 
z?+QX)E=0,， 可 (4.75) 
它 已 具有 (4.71) 的 形状 了 . 
由 变换 〈4.73) 容易 看 出 ， 方程 (4.15) 的 解 2C%)=e | >“*z 与 方程 (4.75) 的 


解 z2=3x)e 上 > “在 同一 区 间 上 具有 相同 的 零点 及 振动 性 质 ， 因 而 ， 在 研究 方 和 
(4.65) 解 的 振动 性 质 时 ; 只 要 通过 变换 (4.73) 将 (4.65) 化 为 (4.75) ， 这 全 险 可 
以 应 用 比较 定理 《定理 4.11) 去 研究 它 的 解 的 振动 性 质 . 
例 2 试 研究 贝 塞 尔 方程 z 
: 3292 十 CM4 十 (4%2 一 和 2)4%2 一 0 (4.76) 
解 的 震 点 ， / 
“ 解 用 2%2 除 以 (4.76) 的 两 端 ， 得 


。 172 。 


十 wy ta ?= 0. (4.77) 


应 用 变换 


于 方程 (4.76) ， 由 于 在 此 办 (%) 一 一 故 


zt+( 1 一 一 jz (4.78) 


当 %2<< 一 时， z 的 系数 大 于 1 ， 当 m?>> 一 一 时 ， 小 于 1， 


因而 ， 我 们 将 方程 (4.78) 与 方程 
” 42 十 4 一 0 (4.79) 


比较 ， 由 于 (4.79) 解 的 相 邻 需 点 距离 为 = ,所 以 , 当 一 省 之 % < 可 ( 吕 < 一 -) 时 ， 由 


塞 尔 方程 解 的 相 邻 零点 距离 小 于 ,而 当 #% 之 于 或 4< 一 童 ( 亿 > 一 -) 时 ,大 于 


当 多 一 土豆 (和 = 一 ) 时 ， 贝 塞 尔 方程 解 的 相 邻 零点 距离 精确 地 等 于 


可 4.6 


1， 已 知 方程 y? 二 QC%)y=0， 其 中 QC%) 在 [4a，5] 上 连续 ， 试 证 明 方程 的 任 一 非 
敌 解 在 [4，b] 上 只 能 有 有 限 个 堆 点 . | 
2 已 知 方程 ?+Q(C%)y 二 0， 其 中 QC%) 在 [0，+ co) 上 连续 ， 有 lim QC(4)=& 


<<0 ， 试 证 明 , 方程 的 任 一 非 零 解 在 C0， 十 oo) 上 只 能 有 有 限 个 圭 点 ， 
3， 已 知 方程 922 +Q(CX)Y 一 0, 其 中 人 (CxX) 在 [0, 十 co) 上 连续 ， 且 lim Q(X)= kh>0, 


试 证 明 , 方程 的 任 一 非 雾 解 在 [0，+ co) 上 有 无 穷 多 个 零点 . 

4， 已 知 方程 9?+Q(CX)y= 二 0， 其 中 Q(x) 在 [0，+ co) 上 大 于 雾 ， 且 连续 单 调 递 
增 ，? 三 欠 %) 是 它 的 任 一 非 奢 解 ， 它 的 办 点 序列 为 
1 Xs Nn i， 

则 必 有 
MYz 一 Yaz_1D>Y%az+1 一 各 nr 
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第 四 章 综 合 寺 通 


1 ，。 设 1(%)，92C%),……,ynC%) 是 定义 在 (4，5) 上 有 直到 入 阶 连续 导数 的 4 个 
画 数 ， 且 当 XE(4，5) 时 ， 它 的 朗 斯 基 W(X%) 才 0 ， 则 以 上 述 丽 数组 为 基本 解 组 的 % 阶 
线性 齐 2 次 方程 为 

ACI ACPHR yn(X) 39 
F107) Ye) 人 y， 0 |， 
yO) yh "(X). gt ) (%) yo 
其 中 少 表示 未 知 丽 数 ，》 人 ‘(k= 二 1,2,… ,%) 表 示 未 知 阔 数 的 和 阶 导 数 ， 
1 ) %, 2, V3; 
2) £1, et; 
3 ) etcost, e!sint; 
4) 1, sint, cost 


为 基本 解 组 的 齐 次 方程 式 . | : 
3， 设 责 数组 P91C%)，92C%)，…，9n《%) 的 朗 斯 基 在 (< ， 8?7 上 恒 等 于 零 ， 且 第 阵 
Pp1CX) yp2(%) “uaesbe Pn( YX) | 
Pi1C%) pa) TT 9p" (X) | 
PH DK) Ph" 2 (KX p62) 


的 秩 等 于 一 1， 试 证 明 ， 已 知 丽 数 组 在 (a ，8B ) 上 某 一 一 子 区 间 . 上 是 线性 相关 的 ， 

4， 已 知 方程 2 十 办 %X)9 +4X)y=0, p(X%),， 4d(%) 在 CG，8] 上 连续 ， 则 它 的 任 
一 非 雳 解 在 CC， 四 上 只 能 有 有 限 个 圭 点 . 

5， 已 知 方 程 9? 十 DC(%)y'+ 4q(X)y= 0, Pp.%), qd(a 在 CC， 2 上 连续 ， 日 
4dC(%)<<0 ， 则 它 的 任 一 非 雾 解 在 LEC，2J 上 最 多 只 有 一 个 寡 点 ， 

6， 已 知 方程 9?+p(%)y'+g(X%)y= 二 0，p(X%)，g(X) 在 (4, 8) 上 连续 ， 如 术 
1CX), 2»2(X) 是 方程 的 二 个 线性 无 关 解 ， 且 Ci，2: 是 ?1429 的 两 个 相 邻 的 大 后 ， 
(Gi, 501) Ca, D) ， 则 920X%) 在 (2G1，21) 上 有 且 仅 有 一 个 需 点 、 

7.， 在 方程 9' +Qy 二 /A(%) 中 ， /(*) 在 [0， 1] 上 连续 ， 有 lin /(4)=1 (5 为 


常数 ) ， 试 证 明 ， 

1 ) 如 果 @&>> 0 ， 则 方程 具有 一 个 解 ， 且 当 六 >0 时 ， 有 有 限 极 限 ， 求 出 此 解 
和 其 极限 值 ; 

2 ) 如 果 &@ 泛 0 , 则 方程 的 所 有 解 当 和 > 0 时 , 均 有 相同 极限 ， 求 出 此 极限 值 . 
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8. 如 林 | 74)| 所 


C 
pir (0) ， 试 证 明 ，, 方程 二 (1-+-f(#))v=0 具有 这 样 两 个 


解 v1($)，v2(#)， 使 当 t 六 + 时 ， 
v1(t) =cost + 0 (~ ), 


v2(t)= sint+ 0 ( -二 
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第 五 章 ”线性 微分 方程 组 


$5.1 线性 微分 方程 组 的 一 般 概 念 


先 给 出 一 个 实际 例 丁 ， 为 了 消除 不 需要 的 振动 的 一 个 方法 是 设置 碱 振 器 ， 图 5.1 是 
一 个 典型 的 设 有 减 振 器 的 系统 . 
图 5.1 中 ，m1 是 原 机 械 部 件 的 质量 ; 绞 a 
是 碱 振 器 的 质量 ; k1 和 &s 是 两 个 弹 签 的 弹 性 
Fr 一 ESi 二 系数 (或 称 为 刚度 ) ; c 是 减速 器 (假定 阻力 
与 速度 成 正比 ) 的 阻尼 系数 ; 是 强迫 力 ; %1 
和 知 分别 表示 [1 和 rw。 距 它 们 的 平衡 位 置 
: 的 位 移 ， : 
mz .不 面 来 建立 这 个 系统 的 运动 方程 ， 先 分 别 
考虑 物体 fH! 各 的 受 力 情况 . 
1， 物体 入 > 的 受 力 情况 
X, Xz 假定 弹 签 〖1 和 名 , 都 满足 虎 克 〈( 匡 ook) 定 
律 。 当 物 体 | 位 移 X1 时， 物体 如: 同时 位 
图 5.1 移 和 加， 这 时 ， 弹 得 ks 变形 ( 拉 长 或 压缩 ) 的 长 
度 为 总 一 %1， 因 此 ， 这 时 弹 签 Ba 的 弹性 力 是 一 2(%2 一 1)【〔 力 的 方向 与 位 移 方 向 相 
反 ) ， 由 牛顿 第 二 定律 ， 有 方程 一 
d2% 


ji = —Rk,(%2— 1). 


NI > 


2. 物体 11 的 受 力 情况 
1) 沿 位 移 方 回 的 外 力 ， 下 一下 osinct ; 


2) 阻尼 力 ， 一 6 人 (方向 与 速度 方向 相反 》; 


3) 这 时 物体 m1 受到 两 根 弹簧 的 作用 ， 弹 簧 1 的 弹性 力 一 1 Xi 弹簧 8z 的 弹 
性 力 k,( 和 各 一 **1)。 由 牛顿 第 二 定律 ， 有 
4 1 1 Fosinwt_ car. 


了 -RIY1 二 RM 一 %1) ， 


因此 ， 上 述 运动 系统 满足 微分 方程 组 ， 
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和 下 cds + (ki+R, )Xi—hk,%a = Fosinot 
1 的- 二 (3 和 2 一 和 号 一 0 ， 
上 述 方程 组 在 变换 
a 一 2 从 < 一 加 
下 ， 变 成 如 下 的 一 阶 方程 组 
,dx | 
Tat ~ 
ma +e; 十 (Rs + Rs )%1—hk2%a=F osinet 
a (5.1) 
Tat 
| 
| 1 > 1 + ha (Ko— a 1) 二 0,， 


在 这 方程 组 中 ， 每 一 个 方程 关于 未 知 评 数 £1， 》，: 知 ， 湾 及 其 导数 都 是 一 次 的 ， 即 所 
谓 线性 的 .。 因此， 称 它 是 一 阶 线 性 常 微分 方程 组 ， 
线性 微分 方程 组 也 是 研究 非 线 性 方程 组 的 重要 工具 . 下 向 举 一 _ 简 单 例子 予以 说 明 
我 们 来 研究 单 摆 的 振动 (如 图 5.2). 如 所 周知 ， 它 的 微分 方程 如 下 ， 


dp_ gg | | 
Ht2 ~ 1 sing， (5.2) z 疼 
。 py 
令 4 yy，(5.2) 变 成 方程 组 人 
| 
CO2_ 
2 人， 
idy_ 8 i (5.3) 
dt ) 
易 见 ， 这 是 一 个 非 线 性 方程 组 ， 摆 的 平衡 位 置 是 2 = 0， 
==0 ] 
| 
pp3, 95 | 
Snf 9 一 了 67 ， 
所 以 方程 组 (5,3) 可 写成 形式 图 5.2 
9 _ 
| 4 ， 
] dy __ 8 (vo 9 ) (5.4) 
.at i- | 
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一 


到 (5.4) 的 线性 部 分 ， 得 


(5.5) 


线性 方程 组 (5.5) 称 为 非 线 性 方程 组 (5.3) 的 “一 次 近似 ”， 可 以 证 明 ， 在 一 定 条 件 下 ， 
方程 组 (5.5) 的 解 的 性 质 与 (5.3) 的 解 的 性 质 相同 . 

这 一 章 就 是 来 研究 线性 方程 组 的 解 的 性 质 和 解法 . 

含有 儿 个 未 知 画 数 的 线性 微分 方程 组 的 一 般 形状 为 


| 0 一 CC VY +E12(X)N + tn Yn t+ f 1CX), 
| GY2 qs1(%) yl 十 (G22( 芭 ) 和 % 二 eee GnCX) n+ fa(%), 
(5.6) 
| 4 呈 = Gn1(X) ND 十 Cna( YX 2 二 +Onn(X) Yn 十 fr(%). 
在 实际 问题 中 ， 在 建立 方程 组 (5.6) 的 同时 ， 一 般 地 还 给 出 初始 条 件 : 
(No0) = 0, 和 (No0) = 492， oo 9 Sn(%0)= 2 (5.7) 
要 求 方程 (5.6) 满 足 (C5.7) 的 解 ， 即 初 值 问题 的 解 . 
将 第 三 章 § 3,5 的 定理 3.5 应 用 于 方程 组 (5.6)， 可 以 得 到 如 F 的 定理 ， 
定理 5.1 如 果 方 程 组 (5.6) 的 系数 GQij(X)(t，j 三 1,2,"…*'， %) 和 图 数 了 i(%) 
(2=1,2, ， 17) 在 区 间 了 ， az 之 % 之 b 上 连续 , 则 方程 组 (5. 6) 存 在 唯一 满足 (5.7) 
的 解 ， 且 这 个 解 在 整个 区 间 上 有 定义 ， 这 里 % 是 了 上 人 铬 一 点 ,而 六?，%?， nd 
是 任意 的 实数 ， 
以 后 我 们 总 假设 (5.6) 中 的 系数 Zij(Xy 和 夯 数 入 i(2 在 某 区 间 了 上 连续 ， 而 不 由 
每 次 都 加 以 说 明了， 
为 了 简洁 紧 凌 起 见 ， 往 往 把 方程 组 (5.6) 写成 向 量 的 形式 ,为 此 ， 引进 方 阵 
C11CX) G12%) G1n(X%) 
A 
Gn) Gng(%) ean CK) 
及 列 向 量 | 
1 yy(%). {ff 1(%) 
| 和 %(%) La 
Y (2)= : ， F(%)= : 
yx) fa) - 
我 们 还 把 列 向 量 的 导数 规定 如 下 ， 
定义 5.1 
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\ dx | 
| dy | 
| % | 
id 3 
dx dx 三 : | 
] | dn 
这 样 ， 方 程 组 (5.6) 就 可 以 写成 向 量 形式 
AY + FO). (5. 
而 初始 条 件 (5.7) 可 以 写成 
, Yi (NXo) V0 
和 (Xo) 加 1 
了 《%o) 一 : 一 | : |=Y°", (5.7) ' 
Yn (%0) Yn? z . 
各 果 所 有 f=0 (GG=1,2, ，%)， 即 F(X) 三 0 ( 需 向 量 ) ， 这 时 方程 组 
(5,6) 《 即 (5,6)') 变 成 - z : 
d= ACX)Y. | | (5.8) 


称 为 线性 齐 次 方程 组 .如 果 严 (z) 不 是 零 向 量 ， 则 称 〈5.6) 为 线性 非 齐 次 方程 组 . 


§5.2 线性 齐 浆 广 程 组 的 一 般 理论 


先 研究 线性 齐 次 方程 组 (5.8) 的 通 解 结 构 ， 与 ? 防线 性 齐 次 微分 方程 式 的 情况 类 
似 ， 也 有 如 下 的 定理 . 


定理 5.1 如 果 本 
/2 11C%) .2 12(%) / m(%) 
| 2 ,1(%) | ] S22 0X) : | yn) 
Y= : \ Y ,= : sete | | 
‘yy n1(%) Sn2(%) ym(E) 
是 方程 组 (5 8) 的 w 个 解 ， 则 
Y=C1Y1+C2Y ,+ +CmYm (5.9) 
也 是 (5.8) 的 解 ， 其 中 C1、C2、…… ，Cm 是 任意 常数 . 换 句 话说， 线性 齐 次 方程 
组 (5.8) 的 任何 有 限 个 解 的 线性 组 合 仍 为 《5,8) 的 解 . 
证 明 . 因为 了 i( i =1,2,……， 名 ) 是 方程 组 (5.8) 的 解 ， 妈 
Yi ACH)Y i (Fl 1) ， 
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了 


所 以 
[Ci7i HCYat i F CmY om 


dx 
=G 1 2! 十 Ca 了 ?+ se 十 C me 
CA(X)Y 1 + CACX)Y ,+ CmA(X)Y nm, 
=A(XNCIY 1 二 TOC2Y ,+ +CmYm]. 
这 说 明 (5.9) 是 方程 (5.8) 的 解 . : 
现在 设 有 齐 次 方程 组 (5.8) 的 % 个 解 Y1(X)，Y2《X),……Yn《%)， 著 末 在 什么 条 
件 下 ， 合 有 ?%* 个 任意 常数 C1，Cs,……Cn 的 解 
Y=C1Y1+C2Y,+t +CnYn 
才 是 齐 次 方程 组 (5.8) 的 通 解 呢 ? 为 了 说 明 这 个 问题 ， 我 们 先 给 出 画 数 向 量 线性 相关 
与 线性 无 关 的 概念 . 
定义 5.2 设 
Y 1C%)1, Yal%)2 MX) (5.10) 
是 r 个 定义 在 区 间 1 上 的 % 维 画 数 向 量 ， 如 果 存 在 mmx 个 不 全 为 带 的 常数 C1,C2,…… 
Cm, 使 得 | | 
CiY1(%)+C2Y2(%)+ +CmY m(%)= 0 z (5.11) 
在 区 间 7 上 恒 成 立 ， 则 称 这 如 个 向 量 (5.10) 在 区 间 7 上 线性 相关 ; 否则 称 (5.10) 在 区 
间 7 上 线性 无 关 . 
我 们 指出 ， 如 果 两 个 画 数 向 量 了 1; 与 了 的 对 应 分 量 成 比例 ， 即 有 等 式 
% % n1(C% ， 
则 它们 在 区 间 7 上 线性 相关 
事实 上 ， 由 (5.12) 有 恒等式 
Yi11 CK)— RY12X)E0, YX)—RY,X) EQ 》 
Yn1(X)— RYynsX)= 0， 


YX)—kYsX)=0, el, 
故 由 定义 5.2,.Y1(%*) 和 了 了 2:(%) 在 7 上 线性 相关 (在 此 C1= 1, Cs 二 一 k). 
另外 ， 如 果 在 向 量 组 (5.10) 中 有 一 畴 向 量 
0 
z | 0 
YiX) 三 | : ,三 0, MEL， 
则 (5.10) 在 7 上 线性 相关 .事实 上 ， 若 取 Ciss 0 ， 而 其 余 的 CE= 0 (k 志 2) ， 则 
关系 式 (5.11) 在 区 间 了 上 恒 成 立 ， 这 就 表明 (5.10) 在 区 间 7 了 上 线性 相关 . 
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例 1. 夯 数 向 量 


632 1 1 8 ， | i 
Y 1(%)= es. = | 1 E3x， J.(%)= 2 = 区 人 
BE37 | 1 ， BE6X 1 7 
在 (一 oo， 十 史 o) 上 线性 无 关 . 事实 上 ， 要 使 得 
CY (XX)+C»Y,.(%)=0,， NE(- 一 ce， 十 co) 
成 立 ， 显 然 只 能 C1 二 Cs= 0， / 
例 2. 图 数 向 量 
1 0 、 
Y 1(%)= 0 e 2X， 了 YI) 一 | 1 @ 2* 


在 〈 一 ce，+coe) 上 线性 无 关 . 
事实 上 ， 由 于 
CiY1((X)+CY.(X)=0, sé€ (一 co，-+co) ， 
相当 于 纯 量 形式 


Ce 2*==0, SE (一 co， 二 co) ， 
一 C16 2*— C68 2* 二 0,， 

由 此 ， 立 即 可 看 出 : 仅 当 G1= 0，C2= 0 有 时， 才能 使 上 面 三 二 个 恒等式 同时 成 立 ， 即 所 
给 向 量 组 在 (一 ce，-+coe) 上 线性 无 关 . 

但 是 ， 本 例 中 的 两 个 向 量 画 数 的 各 个 对 应 的 分 量 (它们 是 画 数 ) 却 能 构成 线性 相关 
画 数 组 ， 这 个 例题 说 明 ， 画 数 向 量 组 的 线性 相关 概念 和 它们 的 相应 分 量 的 线性 相关 概念 
并 不 等 价 . 

下 面 介 绍 刀 个 妈 维 向 量 画 数组 

YC%), Y2%), ee Yn(%) (5.12) 

在 其 定义 区 间 7 上 线性 相关 与 线性 无 关 的 判别 准则 ， : 
我 们 考察 由 这 些 列 向 量 所 组 成 的 行列 式 
| 911 CX) P12 NY) 1n(%) 
F229) 9220%) ee Van 


| Cie 2™ = 0， 


W(X)= 


Yn1(%) Yn2C%) 四 yj 人 YX 
通 稼 把 怨 它 称 做 向 量 组 〈5.12) 的 朗 斯 天 行列 式 ， 或 简称 朗 斯 基 . 
和 线性 方程 式 类 似 ， 有 如 下 的 定理 . | 
定理 5.2 ”如 果 向 量 组 (5.12) 在 区 间 7 上 线性 相关 ， 则 它 的 朗 斯 基 行 列 式 W(X%) 
在 7 上 恒 等 于 零 . 
证 明 依 假 设 ， 存 在 不 全 为 才 的 常数 C1，C2，…'…、 Cn， 使 得 
C91CX)+CoY (KY4 CnY, CX)=0, xel. 
若 把 上 式 写 成 纯 量 形式 则 有 
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Cig11CXI + CO2 V12CX) + ee +Cny1in(%)= 0, 
Giya1C) 4 Gayaac%)+ i +Cny2n(%)= 0, 
和 和 %el 
下 1 CX) OV) +t LCi) 0 . 

这 是 关于 C1，C2……，0Cw 的 线性 齐 次 代数 方程 组 ， 且 它 对 任 一 %*1， 都 有 非 需 解 C1 
C2……C (由 于 C1，C2……，Cn 不 同时 为 需 ) ， 根 据 线 性 代数 知识 ， 它 的 系数 行列 
式 W(X) 对 任 一 % 都 为 需 . 故 在 1 上 恒 有 W(X%) 三 0 .证 毕 . : 

定理 5.3 如 果 Y 了 1(X)，Y2(%)， ，Yn(%) 是 方程 组 (5.3) 的 % 个 线性 无 关 
解 ， 则 它 的 朗 斯 基 行 列 式 W(X%) 在 7 上 恒 不 为 堆 . 

证 明 (有 反 证 法 ) .如 果 有 %oec7， 使 得 全 (%)= 0 .我 们 可 求 出 不 全 为 霖 的 常数 


C 1, Cs, "0 ’ Cn 满足 线性 齐 次 方程 组 
CI1911(%o) 十 人 2312(0Xo) 十 “ee +Cny1in(%0)= 0， 
1 C1921(%0) + O222(X0) 十 入 捉 汪 者 +Cny2n(X%0)= 0, (5.13) 
Oy Gy “0 +Cny un No) 一 0. 
由 于 系数 行列 式 三 (‰)= 0 ， 所 以 这 样 的 C1，C2， Cn 肯定 存在 . 设 
Y(X)=C1Y 1(%) 十 C2Y,(%) 二 十 CnYn(X), (5. 14) 


由 定理 5.1 可 知 Y(%) 是 方程 组 (5.8) 的 解 . (5.13) 表明 了 (x。) 是 雳 向 量 ， 换 句 十 
说 ，Y(《X) 是 齐 次 方程 组 (5.8) 满足 了 Y(Xo)= 0 的 解 . 由 于 弃 式 方程 组 (5.8) 有 鹤 解 
入 三 0 ， 儿 二 0 ，… ， rn 二 0， 

显然 ， 当 % =% 时 ， 这 一 零 解 也 满足 初始 条 件 了 (Xe) 三 0. 因此， 根据 唯一 性 定型 有 
Y(X) 三 0，%t1。 这 样 ， 由 (5.14) 有 恒等式 
CY1CXICaY (CX) + +O Y(t)=0) xel, 
关中 Cs 不 全 为 需 ， 从 而 YY1CX)，Y2%)， ，Y(X) 在 7 上 线性 相关 ， 了 矛盾 .证 年 

由 定理 5.2. 和 定理 5,3 立即 得 到 如 下 的 推论 ， 

推论 1。 如 果 向 量 组 (5.12) 的 朗 斯 基 王 (2) 在 区 间 了 上 的 某 一 点 % 处 不 等 于 
需 , 全 (Yo) 关 0 ， 则 向 量 组 (5.12) 在 了 上 就 线性 无 天 . 

实际 上 ,如 若 不 然 ， (5.12) 在 7 十 线性 相关 , 则 依 定理 5.2 在 1 上 必 有 W(X%) 三 0， 
这 与 全 (%o) 关 0 相 了 矛盾 ， 故 在 7 上 《5.12) 线性 无 关 . 

推论 2. 如 果 方 程 组 (5.8) 的 名 个 解 的 朗 斯 基 厂 (2%) 在 其 定义 的 区 间 7 东 一 把 和 
等 于 需 ，W (%o) 则 该 解 组 在 7 了 上 必 线 性 相关 . / 

实际 上 ， 如 若 不 然 ， 若 解 级 在 7 上 线性 无 关 ， 则 由 定理 5.3， 它 的 期 斯 基 在 上 恒 
不 为 雾 ， 这 与 全 (‰) = 0 矛盾 ， 故 已 知 解 组 在 上 上 线性 相关 。 
”推论 35。 方程 组 (5.8) 的 多 个 解 在 其 定义 区 间 ( 上 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 它 们 的 

朗 斯 基 你 (%) 在 7 上 某 一 点 处 不 为 需 . 
条 件 的 充分 性 由 推论 1 立即 可 以 得 到 

用 反 证 法 来 证 明 条 件 的 必要 性 . 如 果 WWCX)= 0 在 7 上 恒 成 立 ， 则 根据 定理 5. 2 ， 

该 解 组 必 线 性 相关 .因而 存在 %oe1 ， 使 得 全 (%o) 关 0 .证 笠 . 
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我 们 把 齐 次 方程 组 (5.8) 的 5 个 线性 无 关 解 称 为 该 方程 组 的 基本 解 组 . 

定理 5.4. 章 次 方程 组 (5.8〉 必 存在 基本 解 组 . 

证 明 ， 只 要 能 找到 (5.8) 的 朗 斯 基 不 等 于 零 的 %? 个 解 就 可 以 了 .实际 上 ， 由 存在 
唯一 性 定理 可 知 ， 齐 次 方程 组 (5.8) 必 存 在 满足 初始 条 件 


1 ,0 

0 1 0 

Y 1(%0) = / : | ， 荆 2(X%o) 一 | | , YX0)= | | ,Koel,. (5.15) 

0 0 1 
的 包 个 解 Y1CX)，YY2《X),…,Yn《X*)， 由 于 它们 所 构成 的 朗 斯 基 行 列 式 WCX%) 在 二 %0 
处 等 于 1 0 …w 0 : 

W (%o0) = 一 1 关 0， 
0 0 0 1 
因而 ， 由 前 面 的 推论 2 知 ， 站 1CXD， 工 区 %0D， Yn(%) 是 基本 解 组 ， 
满足 初始 条 件 (5.15) 的 基本 解 组 各 为 方程 组 (5.8) 的 标准 的 基 本 解 组 . 因为 使 

WV(%0) 六 0 的 数值 93ij(%0) (人 7 一 1，2 ，3) 取 法 有 无 穷 多 种 ， 所 以 出 上 面 


定理 的 证 明 可 知 ， 章 次 方程 组 (5.8) 也 就 有 无 穷 多 个 基本 解 组 ， 和 线性 方程 式 失 似 ， 
也 有 在 如 下 的 所 谓 基 本 定理 . 
定理 5.5， 如 果 了 1(X7， 了 2(0XD， y 《和 是 齐 次 方程 组 (5.3) 的 基本 解 组 ， 
则 其 线性 组 合 : | 
CY Cx) +O2Y XI te + CnY nC%) | (5.,16) 
是 方程 组 (5.8) 的 通 解 ， : : 
证 明 . 为 此 ， 我 们 需要 证 明 如 下 两 点 


首先 ， 不 论 C1，LC2， 和 人 ，C， 是 什么 常数 ， 向 量 (5.16) 是 齐 次 方程 组 (5.8) 
的 解 ， 这 一 点 已 在 定理 5.1 得 到 证 明 . 其 次 , 我 们 来 证 明 ， 对 于 满足 任 给 初始 条 件 (5.7) 
(或 (5.7)') 的 齐 次 方程 组 (5.8) 的 解 Y(%) ， 蕴 可 找到 C1，C2，…*…* ，Cn 使 得 

Y (x)=C1YiCX)+C2Y2(%) + + CnYn(%) (5.17) 
为 此 ， 我 们 只 要 证 明 ， 可 以 找到 这 样 的 Ct:，C2，……，Cn， 使 得 解 (5.16) 满 
足 初始 条 件 (5.7) ， 即 
及 (Mo 一 Cl Y ,(%0) + C2 Ya(%o) test Cn Y (人 (%o 1) 一 六 (9) ， (5.18) 
现 把 上 面向 量 等 式 写成 纯 量 形式 
Ci 11(%o) + C212(%) + se Cnyin(%0) = 六 
| c Ci3a1(‰) 十 Ca&az(%o) 二 "e000s +nyan(9) 一 和 0， 
| oe re ro eu tr ers 中 和 (5.19) 
6 C19n1 (Ko) + Gara Ko) + eee + Cnynn(No) = yuo, 


这 是 一 个 线性 非 齐 次 代数 方程 组 ， 它 的 系数 行 列 式 恰 是 线性 无 关 解 YY1(%)，Y2(%)， 
i ，Yn(*) 的 朗 斯 基 行 列 式 W(CX) 在 % = 和 和 ‰ 处 的 值 ， 由 定理 5.3 知 歼 ( 和 和) 0， 从 
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而 方程 组 (5.19) 有 解 C1，C2，……，Cn， 换 局 话说 ， 确 有 C1，C2，……，Cn 使 
(5.18) 成 立 ， 这 就 说 明 齐 次 方程 组 (5.8) 的 解 了 (%) 和 解 (5.16) 在 % 三 ‰ 处 满足 
相同 的 初始 条 件 ， 由 唯一 定理 知 这 两 个 解 在 区 间 7 上 恒 等 ， 即 恒等式 (5.17) 成 记 ， 完 
理 证 毕 ， 四 

推论 4:， 线性 齐 次 方程 组 (5.8) 的 线性 无 关 解 的 个 数 不 能 多 于 包 个 ， 

实际 上 , 设 Y1(%), 了 2(%)，……，Yn(%),Yn+1(%) 是 方程 组 (5.8) 的 任意 即 十 1 
个 解 . 现任 取 其 中 %* 个 解 ， 上 比如 取 前 %?* 个 解 Y1C%)，Y 2%)， ，YnC%).。 这 样 ， 或 
老 这 % 个 解 线性 相关 ， 这 时 各 十 1 个 解 当 然 也 线性 相关 ， 或 者 这 ?个 解 线性 无 天， 从 而 
构成 方程 组 (5.8) 的 基本 解 组 ， 这 时 由 定理 5.5 知 ， 存 在 C1，C2，…… ，Cn 使 得 

Yi(CYND)ECIYICYXD) 十 CC2? 了 了 20C%XD) 十 9 + CnYn(%), 

这 说 明 这 ?十 1 个 解 还 是 线性 相关 的 ， 

由 此 可 见 ， 考 虑 到 本 节 开 始 时 所 介绍 的 方程 组 (5.3) 解 的 性 质 以 及 上 述 推论 的 由 容 ， 
我 们 证 明了 齐 次 方程 组 (5.8) 的 解 的 全 体 构成 一 个 1 维 线 性 空间 . 

和 %* 阶 线性 方程 式 一 样 ， 齐 次 方程 组 (5.8) 的 解 和 方程 组 (5.8) 的 系数 之 间 有 着 
密切 联系 . 这 一 联系 也 由 所 谓 刘 维尔 公式 表达 . 

定理 5.6， 如果 六 1(%)，Y2《%)，……*"*，YYx(%) 是 齐 次 方程 组 (5.8) 的 名 个 解 而 
量 ， 则 这 和 个 解 向 量 的 朗 斯 基 行 列 式 与 方程 组 (5.8) 的 系数 有 如 下 关系 式 

fx anict) ta (Ct) tetann et) dt 
W(X%)=W(X%0o)e ° | ， (5.20 ) 

这 关系 式 称 为 刘 维 尔 公 式 ， 

证 明 . 由 行列 式微 分 法 则 ， 有 - 


dy11(%) dy12(%) ,..... dy tu) 
dx dx 
dW(X%) _ | ,1(X) 7 22%) “os ys) LL 
Yn) yt) 入 抽 光 和 yun) 
YK) YK) 9 nC) 
dy21%) dyaa(XT7 ... dy2nC%) 
| dx dx dx | -| 
2 niC%) yn2CX) 四 多 人 YX) 
y 11(%) YX) 9 1n(%) | 
] ,1(%) ?22(%) ‘Dn %) 
十 | | (5.21) 
d yn1CX) 4 yl) ub, dynn(%) 
dx dx dx 
由 于 六 1CX)，Y2《%)，……，Yn(*) 都 是 齐 次 方程 组 (5.8) 的 解 向 量 ， 所 以 有 
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一 
ee pS rT 一 3 pr hp FT HOP PP “一 ~ pr eet ee 


Yih 一 CITY 十 CC 2(%) Wk Gin( XN) Ynk 


= Dai (yi (2, j=1l, 2 ， 了 2 ). 
把 上面 这 些 等 式 代入 〈5.21) 的 右边 ， 然 后 将 每 一 个 行列 式 进行 化 简 ， 比 如 ， 对 第 一 个 
行列 式 可 按 下 列 方式 化 简 ; 
Sa Oy Say ee yn 


| 名， FP 人 
3 
,1 n> 将 9 jn 


从 第 二 行 至 党 ?%# 行 了 分 别 乘 以 一 Qj XN) 一 G13(%),…… ,一 Lin《%), 然 后 都 和 第 一 行 相 加 ， 
则 得 到 


XY CICX)312 G11CX)IVIn 
名 1 2 Yn 
Yn1 了 aa 9 nn 
=Q11(XW(%). 
其 它 的 每 一 行列 式 都 作 类 似 的 化 简 ， 最 后 (5.21) 式 可 化 简 成 
69 一 [Cii( 和 二 gaz(2 十 十 Can] 了 (2 
即 有 
W(x) re 
c 2 | Saxr) WO)=0 ， 
从 而 z 
三 Sar(t ) dt 
一 ,GZ 
A en, 
所 以 有 \ z : 
YY 
-| Sarr(t ) dt 
Xo *™! 入 
e 、 。 W(X )=W (Xo )， 
最 后 ， 可 推 得 划 维 尔 公 却 
a t J dt 


W(X)=W/(%0)e Mo ， 
在 代数 中 ， 常 把 Sa 称 为 方 阵 妇 的 迹 ， 记 为 ir4 ， 因 此 刘 维尔 公式 也 可 我 为 


A t ) dt 
W(X) = ogg 
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从 公式 〈5.20) 明显 地 看 出 ， 齐 次 方程 组 (5.8) 的 ?2 个 解 所 构成 的 凌 斯 基 行 列 六 
环 (x) 或 者 恒 为 雳 ， 或 着 恒 不 为 寡 ， 


习 题 5.1 
1. 将 下 列 方程 式 (组 ) 化 成 一 阶 方程 组 : 
1 ) +f/(X)%+E(X)=0, 


2 ) Mi 二 5 ~ f/f/(%); 


3) y+ta(X y+ Ay +AaX)Yy= 0, 


= 了 1 入 十 C1 和 %， 
| gy 2 入 十 C2 入 

4 ) 1 X2 一 1 2 十 pA .了 了 po 9 
1 2 外 


2 一 人 和 和 十 Da 人 十 C8 多 * 
2. 求解 下 列 方程 组 : 


SE =A， 一 ?7 1), 
1) : 2 ) 
dy ad0 _ 
i922 9. 1 
dx _ 
, [at 二 4%， 
| 人 = +2y 


3. 试 证 线性 非 齐 次 方程 组 (5.6) 满足 初始 条 件 了 Y(%6) = 了 “0 解 的 唯一 性 压价 


于 齐 次 方程 (5.8) 满足 初始 条 件 了 (和 ‰) = 0 的 零 解 的 叭 一 性 ， 


$5.3 线性 非 齐 次 万 程 组 
本 节 研 究 线性 非 齐 次 方程 组 


OY = A(X)Y+ F(x) (5.6)" 


的 通 解 的 结构 . 
结论 与 线性 方程 相似 ， 证 明 方 法 也 相同 . 


定理 5.7 ”如 果实 (x) 是 线性 非 齐 次 方程 组 (5,6) "的 解 ， 而 了 1(x) 是 其 对 应 齐 次 方 
程 组 : 
(5.8) 
的 解 ， 则 YC 和 )+ 卫 (*) 是 非 齐 次 方程 组 (5.6) “的 解 . 
证 明 . 这 只 要 直接 代入 验证 即 可 . 事实 上 ， 根 据 假设 有 
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= ACX) Y (xX)+F, OA( %)Y 1(%), 


所 以 有 


aY 1(%).d YX) 
dX dx 


dLY A(X)+Y(#)= 
AACNYICKIT ACXYY CX)+ FX) 
ACNAYICX)T YX)I+ FC), 
下 式 左右 两 端 恒 等 ， 即 1(%) 十 YX) 是 方程 组 (5.6) 的 解 ， 
定理 5.8. 线性 非 齐 次 方程 组 (5.6) 的 任意 两 个 解 之 差 是 其 对 应 齐 次 次 方程 组 (5.8) 
的 解 . 
证 明 . 设 了 (ZX ) 和 Y(xy) 是 非 齐 : 次 方程 组 (5. 6) 的 任意 两 个 解 ， 锅 


现 要 证 了 (%) 一 也 (和 是 弄 次 方程 组 ， (5.8) 的 解 广 只 要 衣 搂 检验 即 可 市 实 上 ， 我 
们 有 / - 


a ~ dyY(X) d YX) 
pi Y(%X)— Y(%)]= -x 


AY FC — AC)TCK)— FC) 
=ACCYC)— YX)]. 
二 式 即 说 明了 (%) 一 了 (%) 是 方程 组 (5.8) 的 解 . 
定理 5.9. 线性 非 齐 次 方程 组 (5.6)'[ 即 (5. 6)] 的 通 解 等 于 其 对 应 的 齐 次 方程 组 
(5.8) 的 通 解 与 方程 组 (5.6) ' 的 一 个 特 解 之 和 . 即 若 父 (%) 是 非 齐 : 次 方程 组 (5.6) "的 
一 个 特 解 ， 了 1CXJ)， 工 2(%), ee Y,(%) 是 齐 次 方程 组 (5. 8) 的 4 个 线性 无 关 解 ， 则 | 
Y(%X)=C!i ri C3 ro + CnY,(X)+ Y( ~) (5. 22) 
便 是 非 齐 次 方程 组 (5.6) 的 通 解 . 
证 明 . 首先 根据 定理 5.7，,， 不 论 CC 1， C 2, "0 ‘Ci 是 什么 常 数 ， (5. 22 ) 都 是 非 齐 
次 方程 组 的 (5.6) ' 的 解 .其 次 ,对 于 方程 组 (5.6) ' 的 任何 一 个 解 Y(%x) ， 由 定理 5.8 知 ， 
Y (*)— Y( 和 是 齐 次 方程 组 (5. 8) 的 解 . 由 于 C1 YX)+ C2 2 十 +CnYn(%) 古 
齐 次 方程 组 (5.8) 的 通 解 ， 故 可 适当 选取 C1,…**;Cn， 使 得 Y(x) 一 了 (%)= C1Y 1(%) 
十 人 2Y 2 (2% ) 十 反 人 1 + nY¥ ;(%), 即 有 (5. 22 ) 起 成立， 于 是 方程 组 (5. 6) 任何 一 个 解 
Y(x) 都 包含 在 (5.22) 之 中 , 故 (5.22) 是 通 解 .定理 证 举 . 
根据 上 面 的 定理 可 知 ， 当 方程 组 (5.6) ' 对 应 的 齐 次 方程 组 〈5.8) 的 通 解 已 知 肝 ， 
从 要 知道 方程 组 (5.6) ' 的 一 个 特 解 ， 就 可 求 得 方程 组 (5.6) 的 通 解 . 但 在 此 时 我 们 可 
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= 由 Tri HH pe ir HE EE ri rr 


刊 用 稼 数 变易 法 求 得 方程 组 


(5.6) 的 一 个 特 解 . 


拉 格 朗 日 常数 变易 法 , 设 YY1(X)，Y,(X),……: ,Yn(%) 是 齐 次 方程 组 (5.8) 的 一 
个 基本 解 组 . 现在 试 求 方程 组 (5.6) "的 形 如 


YO)=CIXY CA) TCCXN aX) eee Ca XNY nx) 
= CK)Y i(x) (5.23) 


的 解 ， 其 中 C1(%)，C 2(%)， 
(5.6)'， 得 ; 


ss ,Cn(*) 是 未 知 画 数 . 将 〈5.23) 代入 非 齐 次 方程 组 


COYIA)+ Ci 
一 工 迷 一 工 


=ACx) ECs)Y HG)+ FX), 


因为 全 了 并) 二 ACX)Y i(%)( i 一 1 ,2，……,) ， 所 以 上 式 左边 第 二 项 与 上 式 右边 


第 一 项 相等 ， 从 而 我 们 得 到 : 


CXNV CK) + ColXIV2 te t+ CK nCK)= F(X), 


或 者 把 它 写 成 纯 量 形式 
CiCKIYIIK) TT ColKI Yi 2 KN) + + CX)YiIn(%)= f1(X), 
| Ca 人 Ca ‘oe + C， Dan = 2 (5.24) 
CaC) yi)+ GUC) ynaC t+: ee + C， Do (2) = J ,2), 
这 是 个 含有 2 个 未 知 画 数 Ci(%) (二 1 ,2 ,多 ) 的 % 个 方程 的 方程 组 ， 其 
系数 行列 式 恰 契 方 程 组 (5.8) 的 基本 解 组 了 1C%),Y2CX),…… Yn(%*) 所 组 成 的 朗 斯 基 
行列 式 歼 (%*)， 因 而 分 (%*) 六 0 .所 以 由 方程 组 (5.24) 可 以 解 出 C1(X) (t= 二 1 ,2,.… 
,0) z 
Ci(X)=9i(X) ( 2 = ] ， 4， 机 ,1 ) 9 
积分 之 ， 就 得 到 
CO=|p:(x)ax+ Ci 人 2 一 工 y 2 ye 1 ). 


把 它们 代 和 人 “(5.23) ， 就 得 到 非 齐 次 方程 组 (5.6) 的 通 解 . 


$ 5.4 常 系数 线性 微分 方程 组 


由 定理 5.5 以 及 拉 格 朗 日 常数 变易 法 知道 ， 为 了 求 线性 齐 次 方程 组 〈5.8) 和 线性 非 


只 要 能 求 到 方程 组 (5.8)》 的 一 个 基本 解 组 就 可 以 了 了 ， 


对 于 常 系数 线性 齐 次 方程 组 
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-AY, : : (5.25) 


其 中 4 是 妈 阶 常数 矩阵 ， 总 可 以 做 到 这 一 点 ， 并 晶 ， 和 常 系数 线性 方程 式 类 似 ， 宫 求 


它 的 基本 解 组 可 以 归结 为 代数 运算 ， 
为 了 求解 常 悉数 线性 方程 组 ， 首 先 必须 异 清 楚 方 程 组 (5.25) 的 基本 解 组 的 构造 ， 
为 此 ， 先 将 方程 组 


二 4 (5.25) 
进行 简化 . 由 线性 代数 知识 知 ， 存 在 非 奇 异 线性 变换 
其 中 荆 = {ij}(i.2=1,2,… ,HN),detT 半 0 ， 将 方程 组 (5.26) 变 成 方程 组 
dZ 一- 
2 1ATZ, : (5.27) 
其 中 TT-1A 工 是 约 当 (Jo0rdan) 标 准 型 . 
下 面 分 两 种 情况 讨论 . - 
1 箱 阵 A 的 特征 根 均 是 单 根 ， 41) 42， 法 二 执 二 的 4y， 这 时 
41 \ 
T-1AT = | 2、 0 
an 
方程 组 (5.25) 变 为 
dz 41 Q1 
aX 
dz » A> 0 2 > 
dx | _ 
i z 0 ~ 
dzn | - 
dx 4, zz 
写成 纯 量 形式 ， 可 得 方程 组 
1 4121， 所 22 一 1222， 和 ， CEA (5.28) 
积分 方程 组 5.28》 便 可 得 到 (5.27) 的 解 
Z1 一 CI 13， 2 一 C2B21X， ve ,Zn nC*n™, (5.29) 
其 中 ， 《1 C2 :cx 古 任意 钊 数 . 
依次 令 
cl 一 1 .cao=Cs 一 …… 一 Cn 一 0 
Ci=0 C=1, C8=C4= 一 Cn 二 0 


可 得 方程 组 (5,27〉 的 %* 个 解 ;: 
Z1(X): E*1X, (0 )……… , 0， 
-DE OQ 9 6@*2*, nomene ，O ， 
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er ep np rrr Et eh te 站 RH dr rt re ire 


Ei 


Zn(X): 0) 9 0 a ,Cn + 


“将 上 进入 个 解 代 入 式 (5.26) 、 得 6.25) 的 个 解 : 例如 ， 


/4 1 \ i ti12 fin\ fie 
| 9 ,1 £2 t 22 t bt216°1™ | 
Y 1(%)= | / | Z1(X) 一 | | 
\ / \ 
nl tni tn2 tnn tnie”1™ 
如 
YX): fie*1¥, tyertX ,ee tne*1™, 
同 理 可 得 | 
Y a2 £1 ,6*2X, fo20*2X, ee ,Fea 可 
ys tine” ne 22wx ， 机 ,tnne” ne 


由 于 上 述 % 个 解 在 和 *=0 处 的 朗 白 基 从 定安 本 生生 工 的 行列 式 de 好 ( 依 假设 不 为 
有 过) ， z 
1 t12 机 bin | 


fal tog ea 


W(0 )= 下 0 


tn tn2 po 
改 这 入 个 解 在 《一 co, + co) 上 线性 无 关 ， 因 而 构成 方程 组 (5.25) 的 基本 解 组 ， 

在 实际 求解 常 系数 线性 方程 时 ， 将 系数 征 阵 A 化 为 约 当 标准 型 的 方法 是 困难 的 ， 因 
为 求 变换 稚 阵 人 相当 复杂 。 常常 采用 的 方法 是 待定 系数 法 . 即 先 将 〈5. 30) 作为 形 
解 代入 (5.25) ， 比 较 两 并 科教， 定 出 站 风 主 了 一 1 2 心 + 细 )， 再 将 所 求 值 代 回 
解 (5.30) 中 即 可 . | | 


例 1， 试 求 方程 
dX os, 
. at 3? ?+ 之 。 
dy__y 是 
N52 
dz ,| 
‘at . 一 9 十 3Z 
解 ” 它 的 系数 答 阵 是 
3 一 1] ] 1 
、.1 一 :1 3 


它 的 特征 方程 是 
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3 一 4 一 1 1 | 
A—iE=|—1 5—1 一 ]|=0,， 
1 一 1 3 一 1 


43 一 1142 十 364 一 36=-0 . 
所 以 矩阵 4 的 特征 根 %=2，42 一 3，48 一 6 . 
先 求 特征 根 41: = 2 所 对 应 的 解 . 依 (5.30) 它 的 解 具 形式 
YI=aG62t, Y=—be?2t, zi1—cet. 
将 上 述 解 代入 原 方 程 组 ， 消 去 e?! 后 得 
-24 一 3C 一 D +eC b=-atb-e, 2c= Gb +3c, 
CC—b+c=0,， ga4b+e=0, a brec=0. 
在 上 述 方程 中 ， 实际 上 只 有 前 两 个 方程 是 独立 的 ， 解 之 可 得 
C 一 一 C， b=0. / 
取 它 的 一 组 非 雳 解 ( 若 取 零 解 ， 便 得 到 (5.25) 的 需 解 这 显然 不 是 我 们 所 需要 的 ) ， 合 
如 ， 今 GZ 一 1， 于 是 可 得 : 
d=1, b=0, ce =—1. 
这 时 已 知 方程 组 对 应 于 特征 根 11 = 2 的 特 解 为 
Ki1=621， 兴 二 0 ，21 二 一 621， 
川 闪 侯 方法 ， 同样 可 得 对 应 了 特征 根 “ > 二 3 ， 1a= 6 的 特 解 ， 它们 分 别 为 ， 
知 =e31， 为 =ett， Za 一 8 
Ma 一 866t， » 20et, 28 一 6866:. 
因而 所 求 通 解 (上 述 三 个 畦 解 的 线性 组 合 ) 为 
%( e2t et eet | 
DEAE 
zt) et et er 


成人 形式 : | 
| (= CC162+ 十 Cz68t 十 Cabg6t， 


(下 ) 一 Ca68+ 一 2CaE61. 
ZL ) 一 一 Ci; 62 十 Co2B8 tcoest!, 

应 当 指 出 ,， 短 降 A 的 特征 根 可 能 是 复 根 ， 这 有 时 方程 组 《5.25) 就 会 出 现实 变数 复 
值 解 可是， 我们 通常 希望 求 出 方程 组 (5. 25) 的 %4 个 实 的 线性 无 关 解 ， 这 可 由 下 述 方 
法 实现 ， 

定理 5.10. 如 果实 系数 线性 齐 次 方程 组 


GA)Y (5.8) 


有 复 值 解 YC(X)== U(X)+iV(%)， 则 其 实 部 和 庶 部 
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U1 ) V1) 


UC*)= Ee CO 0) 
[i 
wo(x) v2) 


都 是 齐 次 方程 组 (5.8) 的 解 . 
证 明 ， 因为 Y(X)=U(X)+iV(%) 是 方程 组 (5.8) 的 解 ; 所 以 : 
dLUl + EV (XY ad UC + ad ;2 = 
OCD VON MAU HAV : 
归于 二 个 复数 表达 式 恒 等 相 当 于 实 部 及 有 菩 部 恒 等 ， 所 以 上 述 恒 锋 式 表明 ， 


= A “gq =AAV). 
即 UC%)，VC 和 ) 是 方程 组 (5.8) 的 解 ， 证 毕 ， 


和 了 A 的 复 特征 根 一 定 其 匈 成 对 地 出 现 。 即 ， 如 果 2 二 4 +i 5 是 特征 根 ， 风 其 
共 斩 复数 4 = 二 6 一 i 也 是 特征 根 . 这 时 ， 方程 组 (5.25) 对 应 于 4 的 复 解 的 形式 起 


f 2» ,1 ri11+iris、 
: 为 站 四 (0+ib)x Er 。 
| | | ， 
yo 7 1 nl ?btno 
或 把 它 写成 实 部 与 区 部 分 离 的 形状 : 
- 入 、 110080X 一 71asin0X 、 ,T12008D% 十 Yi11sin 0 
| 7 cosb%—722sinb%  . 7,2008DX 二?, 1Sinbx 
=e +ieax| 中 . (5.31) 
: : |. : 
a ‘yoosbX— rn sin bY ro t+rnisinb% 


根据 定理 5.10，(5,31) 的 实 部 与 菩 部 也 是 方程 组 (5， 25) 的 解 . 我 们 注意 到 ， 由 于 丢 
阵 4 是 实 的 ， 所 以 上 述 共 郝 向 量 也 就 是 方程 组 (5. 25) 对 应 特征 根 1 二 4 一刻 的 解 ， 由 
此 可 见 ， 特 征 根 1 = @ 一 ib 所 对 应 的 解 ， 其 实 部 与 虑 部 和 4? = 4 + 认 所 对 应 的 解 (5. 31) 
的 实 部 及 菩 部 全 同 ， 因 而 ，? = 4 一 i6 并 不 能 确定 出 (5.25) 新 的 实 的 特 解 .. 
这 样 ， 如 果 在 基本 解 组 中 有 复 值 解 ， 一 定 共 箔 成 对 出 现 ， 那么 这 一 对 共 掀 复 值 解 可 
用 形 各 (5.13) 的 实 部 民 闻 泊 样 的 实 角 于 入 最 后 得 % 个 解 仍 组 成 基本 解 组 . 
， 求 方程 组 


的 通 解 . 
解 ” 它 的 系数 秆 阵 为 


它 的 特征 方程 十 


p 1192 +， 


或 
(4 一 1) (42—24+5)=0,， 
11 一 1， ,3 一 1 士 2? 。 
首先 求 11 二 1 所 对 应 的 解 : 
Yi1=aet, »=bet, Zi=Ce!, 
其 中 & ,b,c 为 待定 常数 . 
将 上 述 解 代入 原 方程 组 并 消去 e* ， 得 


C=a—b—c,.b=a+b, c=3G+5c. 


解 之 可 得 z 
Z=0 b=-—c6. 
取 它 的 一 个 非 需 解 ， 例 如 ， 今 =1 ， 答 
GG=0, b=1i, c=—1. 


于 是 已 知 方程 组 对 应 于 41= 1 的 特 解 为 : 
X1=0， VY-=€@1!, Z1 二 一 8!. 
共 次 ， 我 们 来 求 特 征 根 4s= 1 二 2i 所 对 应 的 特 解 ， 它 的 形状 如 下 


和 一 CE0L1+21)， » =be'tt2i)t, Zz =Ce'1+2i)t. t 


将 上述 而 数 视 作 形 式 解 代入 原 方程， 


得 
a(1l+22)=G—b—ce, 
bD(1+2%)=G+b, 
CU(1l1 二 27) 一 3C 二 C， 

或 


—20i—b—c=0,， Z —2bi=0, 30—2c1=0.、 
用 2i 乘 上 述 第 一 个 方程 两 痊 ， 得 
4a—2bi—2ci=0, 4—2bi=0, 34—2c1=0. 
见 ， 第 一 个 方程 等 于 第 二 与 第 三 个 方程 之 和 . 故 在 上 述 方程 组 中 仅 有 两 个 方程 是 独立 
的 ， 
C —2bi= 0 ， 3C 一 20C3 一 0 ， 
求 它 的 一 个 非 雾 解 ,不 妨 令 4=2i, 则 5 =1，2 = 3 .于 是 已 知 方 程 组 特征 杷 和 = 1 十 27 
所 对 应 的 特 解 为 . ee 
和 2 半 一 268C1+21)， 为 水 一 BC1+2E)1) ok 一 3B(01+21) 上 上 。 
由 于 | 
Na* =2ie1+2i)t 2iet(oo82t +isin2t)=(—2sin2t +2t0082F)e!. 
*—et(co82t 十 1 sin 2t), 


* 193 。 


er i ee TT 


2 一 36EC1+21) 一 36EL(0c0S28 十 2 Sin2+)， 
故 特 征 根 12, as=(1 士 22) 所 对 应 的 实 解 为 ， 

和 三 一 261Sm2t， 儿 一 Elcog82l，2v 一 3Etcos2， 
与 

Na—=28!00821t ,和 =eisin2t, 23=36!sin2t, 


最 后 可 得 已 知 方程 组 的 遂 解 


(1) 0 . 一 2sin2 2cos28 
ED = Cl | ei| 十 CoEl eat 十 CseL sn2i| ， 
z(t) et : 3cos28 3sin2t 
或 
Nf)=(—2c, sin2t +2c800s82t)e!, 
?9(t)=(clT+TCrcoos2y +o sin2t et, 
z(t)=(—C1+3c,c082t -+ 3cs sin 2t)e!, 
其 中 C1, C2， cs 是 任意 常数 & 
3 题 5.2 
1。 求解 下 列 方程 组 ; 可 
dx .. : dy 
, Ek 加 村 | az =53 二 42， 
dy _ dz _ 
| =23 .. | | 4 二 552。 
dx 
一 -二 六 十 ， 
了 by 
(ht 
j=2N%N4y,， : 二 计 二 多， 
1) 人 2 { 有 
y=3%+49, 二 3 
3 ) 人 1， X +2y— 2 ， 
Zz 二 人 一 名， Z—= YC» +2% 


3. 设 有 时 部 方 程 组 . i 1 
人 t ) 一 0 人 一 1 ) 十 0 ft —1), 
y(t)=cr(t— 7t)+dy(t or). 


其 中 4 ,b ,c,d ,+ 是 实 常数 ， 若 方程 组 有 形 如 e* “(7%! ) 的 解 ， 证 胡 和 人 是 (人 


满足 什么 条 件 ? 
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4.。 求解 下 列 方程 组 : 
2% 一 5 二 4 一 和 ， 四 
) (3 -2% 一 了 ， y= 二 一 2%， 


特征 根 中 有 重 根 的 情形 
i 六 在 方程 组 (5.25) 中 有 重要 时 ， 用 上 方法 将 得 不 到 已 知 方程 组 的 妈 个 线性 无 
关 解 .因为 ， 这 时 所 得 到 的 解 可 能 不 足 % 个 .为 了 求 得 方程 组 (5.25) 的 基本 和 解 组 ， 和 
单 根 情况 完全 类 似 ， 还 是 应 用 变换 5.26) 将 方程 组 (5.25) 化 度 | 


dZ TATZ (5.27) 


ji 区 -人工 是 约 当 标准 型 ， 不 过 这 时 它 的 形状 为 
‘Al 加 
7 4 A 

其 中 来 标 出 符号 的 部 分 均 为 需 元 素 ， 而 
i; 1 … 0 


i 
Ai= 0 (人 ?一 1 2 ， ) 
“0 0 Ai 
是 Ri 阶 的 约 当 坎 ， kl 十 到 2 十 “°°? 十 有 aa 一色， 41， 12，…… Am 十 (5.25) 的 特征 根 ， 它 
们 当中 可 能 有 的 彼此 相等 ， 


这 时 方程 (5.25) 可 分 解 为 雹 组 独立 的 方程 组 ， 现 将 它们 写成 纯 量 形式 .因为 (5.25) 
相当 于 


/ dz 41 | 21 

dx 0 41 

| dz , so 网 
d% 0 0 1 

: 42 1 0 

: 0 42 0 

| st 632) 

| dzp. 

) CZk 0 0 1 zh 

% . 

] . | | | 四 pm 1 和 | 

i | 1 1 0 :| 

| | 二 1 ee 

dn 0 0 EI 之 于 


故 可 得 x 个 独立 的 方程 组 : 
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dz, dzk -i __ dz 


一 1 

dx A412] 十 儿 ,， "ne ? dx A1Zk -1 Te2k,, dx =A1Zk,; 

dzk_ +i dzk, +k,-! 

dx =422k1+1 tOk +2 9 QH -1 Tek tk,? 
d zk +x, 
9 dx% 122Zk,+k,; 

dzn km+l y z dz | 

nkRmtl 一 0 人 2 十 Z De i mo,, 

dx Eek | b+1 3 km 二 3 dx Pi 


下 面 按 组 分 别 求 上 述 各 组 的 解 。 先 求 第 一 组 的 解 ， 为 此 ， 可 首先 积分 第 一 组 最 后 方 


Zk ;一 CR CEI), 


其 中 cx 是 任意 常数 . 将 上 式 代 入 第 一 组 的 倒数 第 二 个 方程 ， 得 到 


dzpk... 
一 了 一 412YR 一 1 十 CR E 1 。 
积分 上 述 关于 zh,_1 的 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ， 得 


Zi 一 1 一 (CE-1 +Ck XE 1 。 


元 全 类 似 ， 依 次 可 得 


Ck 
_ . tw2Vp2yr | 
Zk -2 一 (CR -2 十 CR 1i 和 十 py XW*)e II ， 


ce 
&1 XRk1i 1) e*1*™. 


21 一 (CI 十 Ca2Y 十 … 十 一 一 一 一 一 
2 (Rk1—1)! 


对 于 其 余 的 霓 一 1 组 解 ， 作 相同 处 理 ， 最 后 可 得 到 方程 (5.32) 或 方程 组 (5.27) 的 
全 部 解 


CR 
入 一 一 (C + 十 *， 二 - 1 i NE1™ 1) CC*1” 
1 1 2 (Ri 一 1) , 


22 一 CEB 1 ， 


CR +k, 
Z 一 人 (C 十 VR 1)e*2” 
R11l= (Ckit1+ Chit+2%1+ Th, iY, 2—1) 


n=Cn’ mn”, 
其 中 Ci，(L2， ,Cn 是 任意 常数 ， 
下 面 我 们 就 可 以 从 方程 组 (5.32) 或 (5.27) 的 解 求 出 方程 组 (5.25) 的 解 来 ， 
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反 co -icy=cs=…p 一 如 =0， 得 到 (5.32) 或 (5.27) 的 一 个 解 


ZI 1 =6*1”, CL21= 0 ,Zn1l 二 0， 
根据 变换 (5.26) ， 可 得 (5.25) 的 一 个 解 : 
Jy11 =t11€’1 ， 有 > 1 一 区 21E217 ,ee ,Ynl = tnie*1”. 
再 邻 cj 二 0，cs= 1，ca=0=……=Cn=0, 得 (5.25) 的 一 个 解 : 
12=(t11% +ty 2) el” ,ee ,na = (bni+tn2a)e"1’. 
按 上 述 类 似 的 程序 继续 下 去 ， 最 后 可 得 (5.25) 的 % 个 解 : 
,Y1(%): Y11=t116 1， yo1—=t21€ 1 ,Yn1 =tn1e”t; 
(2 3912 一 ( 11 和 二 让 2)8 1 se ,Yn2 = (tni% tin2)e! ; 
了 Ri 一 (1 so 十 1R JE LT ， 。 ， 
pnps = (ti tn 0 
| Dt ., (5.33) 
Yn %): yin= (tirk mk Om se , 
m (kmO—1)! 1 / 


z Xkm + 加 
gnn= (nnpich Tt tn) 人 


可 以 证 明 ， 如 此 得 到 的 《5.25) 的 尹 个 解 是 线性 无 关 的 , 因而 是 (5.25) 的 基本 解 
组 .实际 上 .计算 该 解 组 在 x 一 0 点 的 朗 斯 基 行列 式 的 值 ， 得 
tl tbls | i 


jf bo ot 
Wo0)=| ” 一 "| detT 


| 
| 
晶 


+ 
[| 


bnl tn2 入 kn | 


它 是 变换 (5.26) 的 非 奇异 第 阵 工 的 行列 式 , 故 det 了 六 0 ， 因 而 解 组 (5 .33) 线性 无 关 ， 


由 上 述 讨 论 知 ，1 共 对 应 有 个 解 ， 且 均 上 其 形式 
人 i 一 总 1 i(X)E*1”, 入 ~P, i(WX)E*1™ 9 ,ni ~Pi(%)e*1’ z 


(3 一 1，2 0 (5 .34) 
Pji(X)=Go+G1% + + G1%k-1. 


和 单 根 时 类 似 ， 为 了 求 出 (5.34) 重 特征 根 所 对 应 的 解 ， 须 将 (5. 34) 作为 形式 解 
代入 方程 组 (5.25), 用 待定 系数 法 确定 出 其 系数 ， 不 过 应 当 注 意 到 , 对 应 于 一 个 & 重 特征 
根 《 例 如 31 ) ,应 有 个 形 如 (5.34) 的 解 , 困 此 这 时 应 确定 出 组 系数 . 具体 求法 ， 


通过 下 述 例 子 予以 说 明 . 
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.一 - -rr 一 一 一 一 天 一- 一 -- 
:1 . 


例 3， 求 方程 组 


2 的 通 解 
解 ” 它 的 系数 扼 阵 为 
0 ] 1 
4= 11 1 一 上 ， 
0 ] ] 有 
它 的 特征 方程 为 
7 1 1 
A—iE 1 1—1 —1.=0 
| 0 1 1 一 4 ， 
或 


一 4(1 一 4)2=0 
征 入 要 汶 41 = 二 0，4z,s 二 1， | 
首先 ， 用 前 面 讨论 过 的 方法 易于 求 得 1 = = 0 对 应 的 解 
Yi=2， 凡 = 一 1，21 一 1， 
其 次 ， 求 对 应 于 二 重 特征 根 1a, a= 1 的 解 . 根据 (5.34) 式 ， 它 应 具 形状 
多 一 (711 十 Yilot)Bt， 了 一 (Yal 十 Ya28)et， 必 一 (Yal 十 ja28)et， (5. 35 ) 
将 它 代 入 原 方程 组 ， 消 去 e: 后 得 到 
711 十 儿 12 志 十 2 一 多 21 +722t 7g1 +722t, 
Ja21 +4722t +722 =7 1 +7 12t +721 tr22t re?s2t 
2 tre2 721 tt22d tre ttf 
今 的 同 次 握 系 数 相等 ， 整 理 后 可 得 


i127 .2—782 二 0 》 人 0 ， 


Za 一 /12 一 0， Yaz 一 AT7Hal 一 0， 
F222=0，, +f82—721 二 0. 
| 7,2=0,， 7 82 一 外 12， yi11 一 7 81， ? 82 =7 21 (5.36) 


即 ， 上 光 六 个 方程 中 仅 有 4 个 是 独立 的 ， 因 而 ， 为 求解 上 述 方程 组 ， 可 今 其 中 两 个 来 
知 数 任意 取 值 ， 且 每 取 一 组 值 ， 并 由 之 所 确定 的 画 数 组 (5. 35) 均 是 书 知 方程 组 的 解 . 


但 由 上 述 讨 论 知 ， 由 于 已 知 方程 组 柔 数 第 阵 的 特征 根 是 二 重 的 ,这 样 的 解 仅 能 取 两 个 , 因 
而 ， 解 代 北方 程 组 (5.36) 时 ， 仅 能 对 其 中 的 两 个 未 知 数 给 出 两 组 任意 值 . 另外 ， 在 


给 值 时 ， 还 须 注意 ， 不 能 使 (5.35) 成 为 替 解 . 因为 基本 解 组 中 不 合 有 第 解 ， 因而 ， 为 
简单 起 见 ， 可 首先 令 711= 1 71s 二 0, 这 时 ， 有 … 
722 一 0，Ya 一 0，721 ?81=0. 
由 此 可 得 ， 已 知 方程 组 对 应 于 二 重 特征 根 42y 3 一 1 的 一 个 特 角 
和 一 et， 多 一 0，2 一 6 i 
其 次 ， 皇 令 711 二 0, 7721 一 1， 得 : 


a 1]98 * 


2 一 0， ra!= 0， 7a2 二 1， 7 12 一 1 . 
由 此 得 到 2。, s= 1 所 对 应 的 另 一 个 特 解 
Ma 一 上 et， 人 一 61，2Z8 一 !6-， 


上 同 便 指出 ， 如 此 得 到 的 已 知 方程 组 的 三 个 解 由 于 它们 的 朗 斯 基 在 二 0 由 


0 
TW(0)= | 一 1 4 1 闪 0， 
人 机 


必 它 们 是 线性 无 关 的 . 因而 , :已 知 方程 组 的 通 解 为 “ 
| X(t)=2c1+C26! + Ce, 

\ IU ) 一 一 C1 十 Caz6 ， 

Zz(F)=C1+C26! +Cs€!. 


习 . 题 5.3 
求解 下 列 方程 组 : 
| 
I 
| 2 入 二 入 
2 2 3 | 入 ， 
各- 
人 - 
1 Y= y+ z 
1 


在 弄 清 楚 常 系数 线性 齐 次 方程 组 的 基本 解 组 的 构造 之 后 ， 我 们 指出 它 的 一 个 重要 性 
由 上 述 讨论 知 ， 当 方程 组 (5.25) 具有 %* 个 五 寞 ( 实 的 或 复 的 ) 特征 根 时 ， 基本 解 
组 为 (5.30) .因而 ,如 果 这 些 特征 根 均 具 负 实 部 , 则 当 % 一 >+ce 时 ， 它 们 均 趋 于 等 ， 
由 于 它 的 通 解 是 这 刀 个 解 二 常数 的 线性 组 合 ， 故 (5.25) 的 每 一 个 解 ， 当 Y 一 >+ co 
均 趋 于 需 ， 说 的 确切 些 ， 当 % 一 全 十 co 时 ， 均 趋 于 它 的 需 解 ， 

和 二 0 第 = 二 0， ,Yn=0 和 

ws 方程 (5.25) 有 重 根 时 ,只 要 它们 均 具 负 实 部 ,上 述 结论 仍然 正确 . 实际 上 , 送 峙 ， 

方程 组 的 解 无 非 是 形 如 | 1 
P(X)e”*” 
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的 项 的 和 ， 其 中 P(X) 为 多 项 式 ， 而 4 = 一 +igq 具有 负 实 部 一 旋 < 一 0 ， 因 轧 
P(x)e’*| <|P(x)| ebx 

及 . 
, lim P(X%)e”**=0, 
所 以 结论 成 立 、 

如 所 方程 组 (5.25) 的 特征 根 中 〈 单 根 或 复 根 ) 中 即使 有 一 个 的 实 部 为 正 ， 例 如 ， 
从 三 Z2TEge， 加 2>0， 则 有 的 解 就 要 包含 当 % 一 > 上 co 时 ， 起 于 无 穷 的 因子 et 六 ， 因 
而 ， 不 可 能 使 得 方程 组 (5.25) 的 所 有 解 当 % 一 -> + ce 时 ， 都 趋 于 零 解 . 

内 而 ， 综 上 所 述 ， 可 得 如 下 定理 . 

定理 5. 11. 如 果 方 程 (5.25) 的 特征 根 均 具 负 实 部 ， 则 它 的 所 有 解 当 % -一 > + co 时 ， 
均 趋 于 它 的 天 解 ; 如 果 (5.25) 即使 有 一 个 具 正 实 部 的 特征 根 ， 则 不 可 能 使 得 它 的 所 有 
解 当 % 一 >+co 时 ， 均 趋 于 它 的 雾 解 . 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 来 介绍 一 下 常 系数 线性 非 齐 次 方程 组 


GY AY + F(X) > (5.36)! 


遂 解 的 求法 ， 
实际 上 ， 具 体 计 算 方 法 原则 上 已 经 解决 了 ， 为 《5. 36) ' 对 应 的 齐 交 方 程 组 (5.25) 
有 讨论 过 的 全 孝 方 法 求 得 ， 而 它 的 一 个 特 解 可 由 拉 格 其 日 常数 变易 法 得 
.下面 举 例 加 以 说 明 ， 
例 5， 求 方程 


dy z 7 
3%++2y+8e! : 5.38 
At 4 ) 


dx | : 
一 一 一 2 十 3 十 5 
at 2 


的 通 解 . 
解 ” 它 的 系数 护 阵 为 


3 2 


4 一 人 也 | = 一 4 入 一 44 一 5 一 0， 


|， 
特征 根 是 141 二 5， 142 二 一 1.， z 
易于 得 到 ，〔5.38) 对 应 齐 次 方程 组 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 
&1 —ée?1, VY ert; 
| | Me 一 6 为 = 一 et， 
通 解 为 | 
% et\ /1 6 
(»)=0( 600)+es( 1). 
其 次 ， 根 据 拉 格 朗 日 常数 变易 法 ， 求 (5.38》 的 形 如 
四 ee 
(~)=cCt( jezCt( _) 9) 
ert 2 1! 
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tI PAE rhe bP = i 和 


的 特 解 ， 其 中 c1(%)，c2《%*) 为 待定 范 数 ， 
为 此 ， 将 (5.39) 作为 形式 解 代 入 (5.38) ， 得 


c(t (5) )+ ca 2)( ?=( 5 ). 


e |! 8et 
它 的 纯 量 形式 为 四 
人 
c(t)esi—ce,(t)e t=8et. 
解 之 得 : : 
| 0 一 3 te st--4e 4!, 
| c(h = tet dert, 
积分 之 ， 得 


| 
| cea)= (Et )e! —2@21. 


将 上 述 解 得 的 c1(?)，c2(?) 代入 (5. 39) ， ee (5.38) 的 一 个 特 解 
-tt 


(主人 在 —-)@ 2 一 6 人 et ee ( 上 


et 


1 1 5 ,13 

一 -二 一 一 一 一 6i -二 (一 1) 一 26t 2 一 一 一 361 

2 10 | | 2 ( ) | 5 | 

一 十 ， | 一 
一 了 -sa | —3t + tet 


所 以 ， 已 知 方程 组 的 通 解 为 


X(t)=c1ert te 二 2 一- 一 3 


水 (t) 一 Cl165tl 一 C26 t 一 3 上 二 人 


质 便 指 出 ， 如 同 包 阶 线性 方程 一 樟 ， 当 方程 组 (6.36) 的 非 卉 浆 项 具有 特殊 形状 
时 ， 也 可 以 用 待定 系数 法 来 求 它 的 一 个 特 解 . 例如， 方程 组 (5.38) 的 非 齐 次 项 可 以 看 
成 为 . 


| AJ5t Y st 
F=(s0)=(0)= (0 )= FF 


这 样 ， 我 们 可 分 别 求 方程 给 i 
(gy)=4 4( ， )+F z 


的 形 如 


0 。， 


一 了 UP 


ct 1 
Xi CI 十 01 


多 da +b, 
和 方程 组 | 

d 

Ai(y) 4( ，)+ Ps 
的 形 如 

霹 Cs z 

(s) 


的 特 解 ， 其 中 &i,0i( i = 1 ,2 ,3 ) 都 是 待定 系数 .然后 再 根据 鼻 加 原理 : 


on ert 


多 四 XY 12 
四 -全 


就 是 方程 (5.38) 的 一 个 特 解 . 读者 目 不 妨 计算 一 下 
当 下 具有 其 它 特殊 形式 时 ， 就 不 再 仔细 介绍 了 . 


习题 5.4 
se 


| 人 
y= 二 多 + 
\ 3 
dy _ ay 一 
| 一 2% 十 隐 | F 33 一 2 
dX _ ， 2 
(ar 4 和 一 294 ter 
4. 、y z 
D3 .| 
1 33 =6x+39 区 一 本、 


一 。 - ， 呈 1 
， 3 1 | 0 . 轩辕 计 区 区 ! 1 
~ ’ ， 1 四 “" | * 2 " 
S 5. A 六 用 站 oe 全 | Or 


常 系数 线性 齐 方 程 在 许多 技术 问题 上 有 着 广泛 的 应 用 .只要 在 适当 条 件 下 ， 这 些 问 
题 的 一 些 本 质 属性 均 可 用 这 类 方程 来 描述 . 下 面 举 几 个 这 方 曾 的 例子 

例 1 设 有 一 个 变压器 ， 它 由 两 个 绕组 构成 : 一 次 线圈 各 二 次 线圈 ， 安放 在 同 
上 . 一 次 线圈 具有 自 感 上 ! ， 电 阻 K，， 且 与 交 变 电源 U(#) = Umsin wt 相连 接 . 
线圈 具有 自 感 上 ，。 ， 电 阻 R。， 它 与 负载 R 相 连接 .” 两 绕组 间 有 互感 MM( 图 5.3) ， 
研究 其 电流 变化 规律 . 
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解 ” 设 两 个 明 路 的 电流 分 别 为 1(t)，z2(Y)， 并 且 电 尝 方 间 如 图 所 示 , 注意 到 出 
互感 ” 生 的 电压 降 ， 在 第 一 个 通路 为 


2 ， 在 第 二 通路 中 为 M5 人， 傅 
共 尔 吉大 定 和 i 冰 注 足 方程 


Lg a LRi,+MS J —U(t)=0, 


Ls t+ 2 2 +R,i, + Ri,+ 0. 


现 把 方程 组 改 与 成 就 全 四 网 5.3 


解 出 的 形式 ， 首先， 第 一 式 乘 以 上 ; ， 汕 一 式 清 以 M ， 然后 相 碱 并 解 由 其 次 
第 一 式 乘 以 MX, 第 二 式 乘 以 上 1， 然后 相 喊 并 解 出 所 了 ， 结 结果 如 下 : 


, Te Mat LRiil_ MR, | R)is =LaU(t), : 
(5.40) 
| ( 工 L,— M2) 472 J 2 —MR1il+Li(R,+R)is=—MU(Y). 


因为 通常 L1Ls 一 MM? 二 0 ， 所 以 上 渤 广 和 组 所 对 应 的 开交 方程 组 的 特征 方 和 为 


LR 1  M(R,+K) ; 

/ LiL, —M? : “LL, —M? : 
MR LR+tR)_ 1 

了 了 一 AI 1 天 3 一 AI 


设 其 特征 根 为 41 及 43，- 于 上 这 方程 的 和 才 括 是 正 的 由 三 次 代数 方程 的 求 根 公 式 可 
知 ， 故 刀 及 2 在 任何 情况 下 都 有 负 实 部 . 由 定理 5.11 知 ， 当 上 一 > 十 cc 肝 ， 它 的 所 有 
解 i1(t) 一 > 0 ，ias(t) 一 >.0 . -由 于 它们 都 以 指数 式 衰 碱 站 斯 块 人 ( 攻 )， ial#): 将 很 快 
地 趋 于 零 〈 消 失 ) ， 敌 此 ， 对 应 卉 次 方程 的 角 ii(t), ia(t) 仅 描述 变 压 络 工作 的 管 和 
过 程 . 

现在 来 研究 方程 组 (5,40) :的 一 个 特 解 ， 即 变压器 在 输入 电源 涤 时 ， : 即 输 入 
U(t)=Umsinot 电动 势 源 时 ， 变压器 的 工作 状况 ， 靳 谓 定 态 过 程 ， 下 面 用 待定 系数 法 
来 求 方程 组 〈5.40) 形 如 : 


i (ty ) = a coswt -Disimncot ， 


网 


了 () 一 dcosct +0a sin wt ， i : - 
的 特 解 ， 其 中 和 ，5:，qa，53 都 是 待定 系数 ， 2 i 
在 理论 上 最 感 兴趣 的 是 理想 变压器 ，: 妈 KK,，， 和 工 1L3 一 M2 均 很 小 的 和 情形， 帮 
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外 ， 我 们 最 关心 的 是 ,输入 电压 与 负载 RR 上 的 电压 之 间 的 关系 , 为 此 . 下 面 我 们 米 求 


ia(t) ， 且 在 确定 它 时 ， 巾 去 上 述 很 小 的 量 ， 由 方程 (5.40〉 中 第 一 个 方程 (或 第 二 个 | 
方程 ) 得 到 
_MR(aie cOSecoy 十 ba:sin cw*) = 上 La U msin wt. 


所 以 (注意 到 M~VLiL3) 


因此 ， 我 们 得 到 
a(t) = -让 VE Lsin ot. 
由 上 式 可 得 ， 负载 R 上 的 电压 降 
fa(#) » R= wano 
振幅 U2 等 于 


CH 


量子 称 为 变压器 系数 ， 因 此 ， 知 果 工 ,>> 工 !， 我 们 得 升 压 变压器 


G2> 


光志 2 上 1， 我 们 得 到 降 压 变 压 禹 


1， 


< 1 


例 2. (〈 电 滤波 器 ) 电 滤 波 器 如 图 5 .4. 交流 电源 U = Umsinwt ， 求 负载 上 的 电压 
降 ， 并 讨论 它 与 电源 的 关系 . 

解 分别 对 通路 gbcda 与 bcdb 应 用 
基 尔 震 夫 第 二 定律 , 得 De 


| Ltt+ LS +isR— U= =- 0， 


Pe fiiD t= 0; 3 Eo I RR 


b Lz 


或 
di! ad?, 和 — 
[Lat that + .KR—U=0,， 
2 z / : z 
| Leis + RS + 一 (i 11)=0.， 图 5.4 


由 于 所 求 的 是 负载 R 止 的 电压 降 ， 所 以 要 求 出 电流 i(t) ,为 此 ， 从 方程 组 中 消 


es D04 »。 


ee 


二 让， 求 出 iz 所 应 满足 的 微分 方程 .对 方程 组 的 第 二 个 方程 微分 ， 得 
d3i, dad2i 1 /di, dii 
atstR at:™ 二 (9 一)= 
再 由 方程 中 第 一 个 方程 解 出 1 -并 代入 上 式 ， 得 


了 24 12 + as di ki,- Cm sin ot. 


dt dt2 PP dt qc 
上 述 方程 所 对 应 的 特征 方程 为 
z La1s +RLir + 24+-R-=0 . 


显然 ，Z2 ,有 ,2 三 ，- 及 沟 大 于 雳 ， 且 ada= 2 ，0o0s 一 让 所 以 qda>0o0s， 


因此 ， 特 征 方程 的 三 个 特征 根 其 实 部 均 是 负 的 *. 这 样 ， 在 4 的 组 成 中 弄 次 方程 通 解 
部 分 将 很 快 地 消失 〈 即 暂 态 电流 ) 在 i， 的 组 成 中 非 齐 次 方 程 的 特 解 那 部 分 才 是 i 的 主 
要 部 分 〈( 定 态 电流 ) 
可 用 待定 系 数 法 求 磊 齐 次 方 各 天 如 
和 
的 特 解 ;将 它 代入 原 方 种， 得 i 
(及 -REoz Jai+( - aLe p20 oa- Un 


(24%— L?w ?jas 1 (RRLe)s- 0 | 人 _ 


解 之 ， 得 
1 了 mrf RK 1fU 2L6w 
m= [Or (ER-RE)), b= Ce (Le 20) 
其 中 四 和 
sR) 
所 以 
的 A,sin (ot +9), z 
这 里 ， A,=V 22+ 


9 用 所 求 得 的 02 及 0a 代入 A2 中 ， 得 


* 对 于 任何 一 个 三 次 方程 
Bo43 十 QaX2+avN+As=0,  . do> 0,， 
如 果 41>0 ,dz>0，4s>0 有 qias>asas， 则 它 的 三 个 根 的 实 部 均 是 负 的. 该 命题 
的 证 明 可 参看 ; 几 . C。 庞 特 里 雅 金 著 《 常 微分 方程 ?》 〈 中 译本 第 59 页 ) . | 
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a YE- RLo RLo:) (EL) 


由 此 可 得 ， 在 负载 上 的 电压 降 
Uca=ioR = A,ksin (ot 十 9 ) ， 
由 上 式 可 以 看 出 , 负载 上 的 电压 降 Tea 的 频率 和 电源 U 的 频率 一 致 , 且 Uca 的 最 大 值 


As=V a tb = 


把 看 成 输入 电 奈 ， Us 看 成 输出 电 床 ， 则 当 U 人 
Uca/Um ~RIeY (< ) 一 1， 


这 就 是 说 ， 抵 频 电压 通过 电路 后 绝 大 部 份 可 以 传送 出 去 ， 

4 wp 很 大 了 时，Ucada/Um~ RIcV oo?2(L?02)?= R/cL?w’, 因此 输 栅 电压 的 最 大 什 
U。d 比 输入 电压 的 最 大 值 Um 要 小 得 多 ， 表明 高 频 电 压 基本 上 不 能 通电 路 ， 同 此 ， 如 本 
给 入 信号 有 许多 频率 时 ， 仅 仅 低 频 信 号 可 以 通过 ， 高 频 信号 不 能 通过 而 被 电路 吸收 . 这 
说 明 该 电路 具有 过 滤 频 率 的 作用 ， 故 称 之 为 虚 波 电路 . | : 

例 5， 就 无 阻尼 振动 , 即 c = 0 ，F 三 0 时 ， 解 方程 组 (5， 1) . 

解 在 c =0，F 三 0 时, 方程 组 (5.1) 变 成 

C2Y1 
| 天 gt 
C2%2 _ 
ws ba( 络 一 40D 一 0 . 
将 上 直方 程 组 化 为 高 阶 方式 求解 现 为 方便 为 此 ， ， 庆 次 微分 第 一 个 方程 ， 得 
mt ht ha) he 所 各 <0 (5.41) 


再 从 第 一 个 方程 中 解 xi : 


， 
说 1 ad 1 ,kk 十 ez 罗 (5 .42 ) 


+ RR,)%1—R,%, 一 0 ? 


并 将 它 代 和 人 第 二 个 方程 ， 再 解 出 -让 2， 


ad2 i dN _ Ri 
at? 21 2 ‘at: 


特征 方程 为 
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24+ (+R + R; )i2+ za = 0 ， (5.43) 
条 1 1 4» | 


设 z=42 ， 则 (5.43) 可 写成 
Zz? 二 上 ea + -2 z 二 2182 一 0 


m1 1, Hs HN ， 
解 之 ， 得 
zs= 寺 | - (2 te ， 到 2 - 久 V(t 2 k, ) 一 | 


容易 看 出 ， 21<0， Zr< 0 ， 因此 ; 可 令 这 = 一， zs=—B?, 这 时 
ki 二 k Rita Rk Rik ™ | 
二 - 2 村 | 人 mt 议 7 2 二 i 2 4 mi 
因此 ， 方 程 (5.43) 最 后 可 写成 
(42 4a2) (42+B2)=0 ， 
故 其 特征 根 41, :一 士 ie，?a, 4 一 士 衣 ,所 以 _ 
| cisinat 二 > cosat 十 C3 sin B+ cos 有 、 , (5. 44 ) 
将 它 代 入 (5.42) 中 得 到 


42 二 [一 Cl 2X2Sjin ot 一 CzX2008 一 Cs 有 82 sinpt 一 eproosBty 
2 


+ (Ci sinat tc2c0sat + Casinpt + cso08p™) | 

2 i .， : 

一 十 + 一 Wie (Ci sin ot ssc) ehh Econft cen (44. 15) 
2 z 2 


三 此 。 (5.44) 及 (5.45) 就 构成 了 方程 组 的 通 解 


1.。 求解 下 列 各 方程 组 ， 


X% 一 YY 二 2 一， = 
1D) 9+y 放下 
之 一 28% 一 人 . 了 一 34 十 人 

% 一 2% 十 2Q2 一 多 ， /2 9 ，. 
3 ) | 二 党 十 22Z， 4 ) 1 一 2 二 
性 一 儿 一 2% 一 乙 ， 


双 一 党 一 儿 . 
5) 、 y=2%— ~22, 


| 
多 二 29 一 网 十 少 ， 
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2., a 


1 “ 
q(t) s+p(t)y. 


其 中 p(t)，q(t) 在 [CG&，b 上 连续 . 
3， 设 有 二 阶 常 系数 方程 组 


,1 =011%1+C12%N1 + C13 + 14%2 十 和 
| 2X2 021%1 +0G,2%2 十 好 > 3 No + (G24%X» 二。 


Xn=0.,.1% 1 十 Cn2X1 十 (na Yo + Gna%» ee 


试 将 〈* ) 化 成 一 阶 方程 组 ， 使 之 形 如 


dyY O, E, 
at™AY A- (x a) 
其 中 了 是 2% 维 列 向 量 ， On 是 % x 如 震 第 阵 ， 


nn x 4 和 托 阵 . 
4， 设 有 时 视 方 程 组 


一直) +BY(t —1), 


其 中 工 (加 是 % 维 玉 数 列 向 量 ,，A，8B 


T+ 1 spl nt ConXn 9 


+ O22n_1%Xn+ 22nXn 9 ， ( 6 ) 


+O2n_ is +An2nin « 


Eb, 是 x 单位 托 阵 ， 41,4s 各 为 


\ ( 站) 


B 是 #.x .如许 阵 ，* 是 实 常数 ， 车 使 (* 》 有形 如 
ex R 的 解 ， 常 数 * 和 常 向 量 R 应 满足 什么 条 件 ? z 


5 . 设 w A1(t), 人 上 连续 ， 试 证 明 ， 若 方 程 组 


- 
有 相同 的 基本 解 组 ， 则 4A1(?) 三 4,(t)， 
6. 已 知 
sint COSE 
(00st). (Sint) 
是 方程 组 


dx 1 
at = 11(7)%1 十 C12()M2， 


dx,. Qo1(t)%1 + GG,.(t)%; 。 


dt 


的 基本 解 组 ， 试 求 4&1j (2) (4， J 二 1 , 2 ) 。 
7.， 求 出 方程 组 
dx1_ 


站 It "i! — Wy, 
sax 


2 要 
一 24%1 一 和 %2 ， 
dt 1 2 


se 208 »。 


-一 F 全 人 一 
-A1(t) 久 与 st =A2(t)X 


的 一 切 解 ， 并 证 明 ， 它 的 任何 二 个 线性 无 关 解 的 朗 斯 基 等 于 ct，c 是 非 需 常 数 ， 这 时 
朗 斯 基 在 + = 0 时 等 于 需 ， 而 却 不 恒 不 等 于 需 ， 试 说 明 ， 定理 5.3 为 何在 此 不 成 立 ? 
8.” 求 方程 组 


dp 

1 7 Cs 过 天 oo8 cos In 一 2G) 久 ， 

的 通 解 ， 并 证 明 ， 当 4 沁 汪 时 ， 一 切 解 有 界 ，. 此 涩 t 一 >+ co 时 ， 一 切 解 均 趋 于 雳 ， 
9， 设 (和 ,23(E)，…，%"490() 是 方程 组 


dx 
人 | (1) 


的 % + 1 个 线性 无 美的 解 ， 求 证 (1 ) 的 任何 解 Xf) 恒 可 琢 为 
z XL) =a v(t) 十 Ca 和 2 (7 ) 十 … ,十 CI 澳 CHtL) (去 )， ， (2.) 
其 中 人 1 C2 “ G+1 是 满足 : 
27 十 Ca 十 … “十 2+l 一 1 


的 某 些 常数 ; 反之 ， 对 于 任何 是 上 式 的 省。 1a2，… anti 的 (2 ) 式 均 是 ( 1 ) 的 解 . 
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第 六 章 “定性 理论 和 稳定 性 
理论 简介 


首先 介绍 定性 理论 ， 四 
从 牛顿 (Nezotoz) 一 一 菜 布 尼 兹 (Zeiboiz) 到 十 九 世纪 后 半期 索 夫 。 李 〈 忆 81 


的 著作 发 表 为 止 ， 在 这 一 段 时 间 里 ， 微 分 方程 的 基本 问题 是 ， 用 各 种 方法 求 方程 以 初等 


员 数 以 及 由 初等 丽 数 积分 表 出 的 通 解 .并 且 尽 量 扩 大 这 种 解法 的 应 用 范围 ， 正 像 我 们 在 
前 几 章 学 过 的 那样 ， 把 它 听 做 初等 解法 ， 

人 们 最 初 希望 对 所 有 微分 方程 都 能 用 初等 解法 求解 但 是 在 求解 过 程 中 ， 遇 到 的 实 
导 问 题 越 来 越 多 ， 并 且 有 的 是 无 法 解决 的 .这样 ， 使 人 们 对 某 些微 分 方程 用 初等 解法 求 
解 的 可 能 性 ， 逐 渐 产生 怀疑 . 最 后 正如 在 第 一 章 所 指出 的 那样 ， 数 学 家 刘 维尔 在 1841 年 
从 相反 的 方面 得 到 了 结论 ， 他 指出 即使 是 不 太 复 杂 的 黎 卡 提 (Riccatti) 方程 


2 一 pLX)Y2 + g XY Y + RCX) 


也 不 可 能 用 初等 方法 求解 . 

旭 维尔 的 结果 对 于 微分 方程 的 发 展 产生 了 极 大 的 影响 ， 使 微分 方程 的 研究 方法 发 生 
了 -个 转折 ,既然 初等 解法 有 很 大 的 局 限 性 ， 而 在 十 九 世 纪 后 半期 ， 天 体力 学 和 其 它 技 
术科 学 的 发 展 又 提出 了 大 量 的 微分 方程 问题 ， 这 就 迫使 人 们 沿 着 另 一 条 新 的 路 径 求 解 次 
广 些 实际 中 提出 的 问题 ， 定 性 理论 就 是 在 这 种 情况 下 发 展 起 来 的 . 

其 此 实际 问题 ， 只 需要 知道 解 的 这 种 或 那 种 性 质 ， 比 如 在 非 线 性 握 沪 中 ， 我 们 最 关 
心 的 是 系统 是 否 存在 周期 解 ， 更 确切 地 说 ， 是 否 存在 叫做 极限 环 的 周期 解 。 有 的 则 要 求 
知道 解 的 零点 ， 以 及 解 的 有 界 性 .定性 理论 的 方法 就 是 在 不 求 出 解 的 情况 下 ， 根 据 方程 
”本 身 的 结构 特性 ， 来 研究 解 的 这 些 性 质 的 . z 

定性 理论 在 非 线 性 振动 、 自 动 控制 以 及 宇宙 航行 等 等 很 多 尖端 科学 方面 都 有 着 三 泛 
的 应 用 ， 

平面 定性 理论 是 通过 在 相 平面 上 研究 方程 的 轨 线 分 布 求 研究 解 的 性 质 的 . 也 就 是 
了 解 了 轨 线 的 全 局 结构 ， 解 的 性 质 也 是 清楚 了 . 在 轨 线 的 结构 中 ， 两 个 特殊 的 轨 线 ， 奇 
点 和 极限 环 处 于 很 重要 的 地 位 ， 弄 清 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 和 确定 极限 环 ， 是 研究 饥 线 全 
局 结构 中 首先 要 解决 的 问题 .本章 只 对 定性 理论 作 一 个 简单 介绍 ， 所 涉及 的 内 容 有 奇 点 
附近 的 纹 线 分 布 和 极限 环 两 方面 ， 对 它们 也 只 作 了 初步 讨论 ， 有 些 只 把 定理 提出 而 未 给 
证 明 。 四 

还 应 当 指 出 ， 即 使 是 这 一 章 所 介绍 的 比较 近代 的 微分 方程 理论 ， 也 与 中 学 的 数学 站 
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容 有 着 密切 的 联系 . 例如 在 奇 点 分 类 中 ， 主要 就 是 应 用 二 次 三 项 式 4X?+b% 二 Cc 的 根 
的 判别 式 及 二 次 曲线 的 性 质 ， 在 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 简介 中 也 用 到 很 多 代数 与 数学 分 
析 的 知识 。 因 而 ， 通 过 这 .一 章 的 学 习 可 以 进一步 加 深 对 于 中 学 数学 内 容 的 理解 -5 掌握 ， 
开阔 读者 的 有 眼界， 请 读者 注意 ， 


$6.1 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 


1". 相 平 面 和 轨 线 概念 
以 所 我 们 要 全 帘 和 下 


= P(%, ,9)，. 


(6.1) 
2=Q(%, y7 
和 
学 中 ， 这 类 方程 大 量 出 现 . | 

例如 ， 弹 性 运动 中 就 有 方程 ， 
-发 十 2 和 区: 十 形 攻 二 0 
或 
d2% adx 


dtit ?a8 +RkR%=0.,， 


令 ? =， 则 方程 可 化 为 方程 组 ;. 


[2 dy -- 一 2464 一 RY 。 


对 于 自 治 系统 (6. 1) 的 每 一 个 解 - 


| 和 0) 
| y =p(t) | ”| 

后 我 们 将 在 相 平面 上 ， 以 轨 线 的 形式 研究 它 它们 . 

”首先 给 出 轨 线 的 动力 学 解释 ， 我 们 把 自 变 量 + 看 成 时 间 参 数 , : 烘 运 动 的 观点 来 看 ，: 
随 着 时 间 t 的 变化 ， 解 (6.2) 就 在 %*09 平 面 上 描 出 一 条 曲线 ,我 们 把 它 叫 做 方程 (6.1) 
的 轨 线 . 也 叫做 相 轨 线 .。%*03 平面 叫做 相 平 面 . 轨 线 图 象 则 笋 相 图 ， 在 这 种 解释 中 ， 
方程 组 《6.1). 的 解 再 不 是 三 维 空间 的 曲线 ， 而 是 在 %03 平 面 妈 维 空间 的 这 和 
动力 学 的 解释 ， 要 比 积分 曲线 族 的 几何 解释 明确 得 多 。 和 

从 上 面 的 规定 可 以 看 由 ， 轨 线 具 有 下 面 几 个 性 质 : sa i 

(1) 在 时 间 t+ 的 变化 过 程 中 ， 轨 线 是 有 方向 的 ; 

(2) 方程 (6.1) 的 常数 解 


(6.2) 


。 2il1 。 


1 二 8 (cl co 为 常数 ) 
( y=¢6, 
对 应 于 相 平 而 上 的 一 个 点 ， 因 为 在 时 间 t 变 化 时 ,点 (《%， 乡 ) 总 停留 在 点 (C1,C2) 原 地 
不 动 ， 这 时 点 〈cl,Ccz) 称 为 系统 (6.1) 的 平衡 位 置 . : : 
(3) 方程 (6.1) 的 周期 解 
(% =9(t) 
| 9 =p(t) 
对 应 于 相 和 平面 上 的 一 条 财 轨 。 
因为 ， 如 果 两 个 丽 数 9(t)，y(#t) 的 周期 为 工 ， 束 有 
Jrt) 一 9 十 个) ， 
yt)=p(t + TT). 
很 明显 在 时 间 # 的 变化 过 程 中 ,经 过 一 个 周期 下 之 后 ,点 的 运动 又 回 到 原来 的 位 置 . 这 样 的 
点 的 运动 轨迹 就 构成 一 条 闭 曲 线 . | 
“(4) 如 果 “(6,1) 满足 解 的 上 唯一 性 ; 则 对 应 于 (6.1) 的 丽 个 解 的 加 线 ， 或 腹 兴 有 交 
点 ， 或 者 完全 重合 . 
这 一 性 质 不 太 明 显 ， 下 面 稍 加 解释 . 
我 们 只 要 证 明 ， 如 果 两 条 轨 线 有 一 个 交点 ， 则 必 为 同一 针线 就 可 以 了 。 
设 (6.1) 的 两 个 解 
| % =9p1(#) 及 {% =92(t) 
» =p1(Y) (y=y,(t) 
所 对 应 的 轨 线 分 别 为 Lf1 ， 及 12 如 果 它 们 交 于 一 点 Po《%,Wo) ， 且 
Pp1(t1) =92(t2)=%0 
、 pi1(t1) =p2 (#2) = Yo. 
1 t=92(t +ts— 1)= 9 (四 
4 一 jolt 十 ! > 一 £1)= 9(t) ， z 
可 以 证 明 这 组 疼 数 也 大 (6.1) 的 一 个 解 ， 并 且 它 所 对 应 的 入 线 也 是 1 又 因为 - 


p(t1)=92 tit tat1)= 9 (k1)=%, 
fp1(t1)= te, 
十 舌 轩 向， 6,1) ) 的 天 个 解 “ , 


四 ep 及 ty ， i 
i Sp C8) 和 WD oo 
满足 同一 霜 始 条 件 … 光 因 为 C6 了) 清 中 的 咯 -- 作 ， 于 是 二 于 为 癌 ~ 骨 ， 所 以 它们 的 
轨 线 /1 及 为 同一 轨 线 ， 和 人 
例如 无 阻尼 振动 人 4 ; 和 指针 二 
Vw 
可 化 成 方程 组 四 
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OT 


人 4 (6.3) 

4 一 一 04% 。 

解 方程 组 ， 得 | 
z z 人 (6.4) 


(其 中 名 ,a 由 任意 稍 数 Cl1,C2。 确定 ) 
由 (6.4) 中 消去 参数 1 ， 得 到 方程 组 (6.3) 的 轨 线 方程 
和 2 ) 
pi wh? 
这 是 一 个 层 层 相 套 的 椭圆 族 (如 图 6.1). 
正 像 前 面 所 说 的 那样 ， 因 为 和 =0 ,3》=0 
是 (6.3) 的 常数 解 ， 所 以 原点 是 平衡 位 置 . 
因为 (6.3) 除 此 解 之 外 都 是 周期 解 ， 有 反 贞 在 


A 其 它 轨 线 都 是 财 轨 ， 
,二 阶 线性 系统 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 
必定 系统 
| St=P(%,9), 6 ) . 
12 = Qe »). | 图 6.1 


定义 6.1 使 P(%,y) 二 0， 人 9 二 (%,y)=0 的 点 ; 称 为 (6.1) 的 奇 点 ， 


n\ 六 二 


点 ， 极 限 环 ， 分 界线 等 搞 清 .其 中 奇 点 处 于 重要 的 地 位 . 因为 要 想 了 解 轨 线 的 全 局 结 
构 ， 必 须 首 先 弄 清 在 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 ， 奇 点 问题 是 宇 性 理论 的 基础 之 一 ， 

由 裴 戎 〈Perron) 定理 (网 本 节 多 ) ， 像 :66 .1 这 样 的 非 线性 系统 的 雪线 ， 在 奇 
点 〈0,0 ) 附近 的 分 布 情况 ， 和 它 的 一 次 近似 系统 


5 和 = PC0， 0 (0 ， 0 3 
和 = “(0,， 0) #4 OQ, , (0, by y 
的 轨 线 在 奇 点 〔0 ;0)》 附近 的 分 布 有 关 : 也 就 是 和 一 个 线性 系统 的 罗 线 在 寄 点 4e， 6) 附 
近 的 分 布 有 关 ， 为 此 ， 我 们 先 玉 箭 清 吉 线 人 条 人 的 加 名 在 后 明 近 的 分 宙 请 这 

考虑 二 阶 线性 柔 统 


| 
eyo 多 二» 多， 


人 


我 们 假定 其 系数 泗 .| 
A= 2 
GG) 
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为 非 奇异 护 阵 ， 即 其 行列 式 | A | 六 0 . 

显然 (6.5) 只 有 一 个 奇 点 (0 ,0 ) . 我 们 研究 (6.5) 在 (9 ,0 ) 附近 的 轨 线 分 
布 . 因为 (6.5) 是 可 解 的 ， 我们 的 作法 是 ， 先 求 出 系统 的 通 解 ， 然 后 消去 参数 + ， 得 到 
轨 线 方程 ， 从 而 了 解 在 奇 点 (0 ,0 ) 附近 的 罗 线 分 布 精 况 。 根据 奇 点 附近 轨 线 分 布 形 
式 ， 可 以 确定 奇 点 有 四 种 类 型 ， 即 结 点 ， 贰 点 ， 焦 点 和 中 心 

为 了 讨论 问题 方便 ， 我 们 把 方程 写成 向 量 形式 ， 


万 (ax 
dX _ dt 
令 及 一 则 at dy . 
bl : at 
此 时 方程 组 (6. 5 ) 可 以 写成 向 量 形式 
dX z / : i z 
Fr : (6.6) 


(1) 系数 阵 为 标准 型 的 一 阶 线性 系统 的 轨 线 分 布 

我 们 研究 线性 系统 (5. 6 ) 在 奇 点 (0 ,0 ) 附近 的 轨 线 分 布 方法 ， 首 先是 应 用 线 
性 变换 ， 把 系统 6. 6 ) 化 成 标准 型 ， 从 化 成 标准 型 的 方程 中 求 出 解 来 ,确定 其 轨 线 分 
布 ， 然 后 再 回 过 头 求 考虑 系统 (6. 6 ) 在 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 。 

根据 线性 代数 中 关于 第 阵 的 定理 ， 存 在 非 奇异 第 阵 个 ， 使 得 

J = 人 47 1 (J 为 约 当 标 准 型 ) ， 

4 -| | RTX CT ， 

则 | 


于 是 系统 (6.6 ) 化 成 为 


a . (6.7) 


(i). 4 的 特征 根 为 相 异 《 非 奢 ) 实 根 2 ， 天 时 ， 
_/4 0) 
,1 一 
, pe . 
” (这) 4 的 特征 根 为 重 根 4 妆 0 时 ， 贞 于 4 的 初等 因子 不 同 ， 和 A 的 标准 型 J 可 能 有 
两 种 ， 


由 线性 变换 的 理论 可 知 ， 可 的 玉 直 和 类 降 的 和 的 情况 志 定 ，， 


J=1 4 0 或 0 oy i 


(iii) 4 的 特征 根 为 共 圈 复 根 a 十 Bi(a? 十 B2ss0.) 时 ， 
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( 因 14 | 六 0 , 故 特 征 根 不 能 为 看. ) 
考察 (6. 7 ) ， 为 了 书写 方便 ， 去 掉 上 标 ， 把 (6. 7 ) 与 成 


dX (6.7)" 
一 了 人， 


下 面 就 了 的 不 同情 况 ， 研究 (6.7 ) 〈 即 系统 (6.7) ) 的 雪线 分 布 、 


(i) 当 
7 ， : (ap) 
0 £2 
系统 (6. 7 ) ”写成 纯 量 形 却 
中 
dy _ 
一 
求 它 的 通 解 ， 得 
% 一 Cl16xt，3 一 [2 | | (8.9) 
消去 参数 ， 得 轴线 方程 / 
y=C |%|*(C 为 任意 常数 ) 。 (6 .10) 


这 里 假定 | | 之 12 |， 即 表示 特征 根 中 绝对 值 较 大 的 一 个 (显然 ， 这 不 妨碍 对 一 般 性 的 
讨论 ， nl lb |， 则 只 要 互 换 %* 轴 和 乡 轴 ) . 


1。 4 ，4 同 号 
1 ， 轨 线 (6.10) 是 抛物 线 型 的 (参看 图 6.2 及 图 6.3). 
pp<1 < 0 <1 < 
y - 
y 
6 xX x 


同时 乡 二 0 ( 即 % 轴 ， We 二 0 ) 和 % 一 0 ( 即 3 轴 ， 出 应 eco) 由 是 加 线 . 容易 
* 交 灾 一 0( 少 加 ) 和 少 二 0( 儿 轴 ) 都 是 由 三 条 轨 线 组 成 . 正 ， 负 半 雪 及 奇 点 ， 
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看 到 ， 所 有 轨 线 (除了 乡 轴 ) 都 在 坐标 原点 (0 ，0 ) 与 Y 轴 相 切 在 奇 点 Q 附 近 罗 线 
具有 这 样 的 分 布 ， 称奇 点 OQ 为 结 点 ， 

从 方程 的 解 (6. 9 ) ,还 不 难看 出 ， 当 上 ~ + co 时 , 相 点 沿 轨 线 的 运动 方向 .上 比如 ， 
当 4 ，4 ， 都 是 负 值 时 ， 相 点 沿 着 轨 线 趋向 原点 (参看 图 6. 2 ) (下 面 为 简便 计 ， 就 说 
成 轨 线 的 方向 是 趋 近 于 【或 远离 于 ) 原点 ) .而 4 ，7/ 都 是 正 值 时 ， 轨 线 的 方向 为 远 
页 原点 〈 参 看 网 6. 3 ) . 

以 语 如 未 当 乡 闻 二 co 时， 轨 线 上 的 点 趋向 于 结 点 ， 我 们 就 称 此 结 点 为 稳定 的 . 而 如 
朱 当 上 全 十 co 时 ， 轨 线 上 的 点 远离 此 结 点 ， 我 们 就 称 此 结 点 为 不 稳定 的 . 

因此 在 方程 (6.10) 中 ， 当 * ，A 同 时 为 负 ， 奇 点 O 是 稳定 结 上 点， 而 当 ? ， 4 同时 为 
正 ， 则 奇 点 O 为 不 稳定 结 点 . 

2. 4，A 异 号 


这 时 ,由 于 -<0 ， 轨 线 方程 (6.10) 


表示 一 个 双 曲 型 的 曲线 族 ， 以 两 个 坐标 轴 为 渐 
近 线 (参看 图 6. 4 ) .坐标 轴 也 是 轨 线 . 

_ 在 奇 点 OQ 附 近 ， 轨 线 具 有 这 样 的 分 布 ， 称 ， 
此 奇 点 为 鞍点 . 从 轨 线 方程 (6.10) 可 以 看 
出 ， 当 了 上 全 十 c 时 ， 除 掉 % 轴 《或 了 轴 ) 上 两 
条 轨 线 外 ， 其 余 轨 线 的 方向 都 远离 原点 .这 


是 鞍点 的 特点 ， 
《这 ) 当 , i 
_ 0 | 
7 | i i 图 De 
有 时， 把 系统 (6.7)” 写 成 纯 量 形式 就 得 到 
dx 
dt 和 (6.11) 
dy _ 
时 
ex ?一 26 (6.12) 
消去 参数 ， 得 较 线 方程 - / i 


y=C (c 为 任意 常数 ) Ea 
根据 4 的 符号 ， 轨 线 图 象 如 图 6.5 和 图 6.6.。 
罗 线 为 从 奇 点 发 出 的 射线 . 在 奇 点 附近 轨 线 具有 这 样 的 分 布 ， 称 奇 点 为 临界 结 点 . 从 
通 解 (6.12) 可 以 看 出 ， 当 < 0 时 ， 序 线 的 方向 趋 近 于 原点 ， 当 “人 0 时 ， 轨 线 的 方 
向 远离 原点 ， 前 者 临界 结 点 是 稳定 的 ， 后 者 是 不 稳定 的 . z 
i 当 :i | | i 
1 4 有 


-4 . 1 和 - " 1 人 | 的 杰 四 . Uk 
" 站 一 _ . 了 . ' 1 . ” ， ” 2 . ， 可 


» D16 »* 


re en pr pe i Ph .rT pr 


图 6.5 ”图 6.6 


时 ， 把 系统 (6.7)' 写成 纯 量 形式 ， 得 到 


dX ai%, 

dt 

4 (6.13) 
二 一 和 十 42 


解 方程 组 (6.13) ， 它 的 通 解 为 
Y% 一 Ciezt， ?=(C1 t+ 62) et | (6.14) 
消去 参数 + ， 得 轨 线 方程 
cC144 一 (Cl |%:|+co)%.. 
由 此 看 到 ，Jnny 二 0， lim yy 一 co 所 以 ， 所 有 轨 线 在 原点 处 与 9 轴 相 切 ， 些 处， 
两 个 半 轴 YX = 0 ， >>0 和 * 二 0， ? < 0 也 都 是 轨 线 . 轨 线 的 形状 如 汪 6. 7 或 6.8 所 
不 ， 
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轨 线 在 奇 点 附近 具有 这 样 的 分 布 ， 称 奇 点 O 为 逮 化 结 点 ， 并 且 当 4<0 时 ， 轨 线 的 
方向 趋 于 奇 点 ， 所 以 退化 结 点 是 稳定 的 (参看 图 6. 7 ) ; 而 当 4 >0 时 是 不 稳定 的 〈 参 


看 图 6. 8 ) . 
(iii) 当 
7=| < Fb) (px0) 
—8 2 / 
时 ， 把 系统 6. 7 )” 与 成 纯 量 形式 ， 有 
dx _ 
TY 十 83， | 6) 
lg 6.15 
(92=—Bx tay 


积分 上 述 方程 组 ， 将 第 一 个 方程 乘 以 % ， 第 二 个 方程 梯 以 狼 ， 然 后 相 加 ， 得 
sd dy 


ot SF 二 + 加) 
或 号 成 
d (X21 2) 
30 十 和 一 < 
因而 得 到 


VX2++ 如 二 C1e"! 或 P=C16"" 
全， 第 二 个 方程 要 以 然后 相 碱 ， 得 


at? (+ : 
或 与 成 
了 _ 
d arctg go = gat 。 
于 是 得 
arct -一 一 及 十 cs 
或 0 一 一 有 十 C， . 


如 有 果 消 去 参数  ， 则 得 轨 线 的 极 坐 标 方 程 
P=6Ce A? (6.16) 


各 和 0， 风 它 为 对 数 吉 线 族 ， 年 条 红线 者 以 毕 标 原点 为 源 近 点 ， 在 奇 点 附近 
线 具有 这 样 的 分 布 ， 称 奇 点 为 焦点 ， : 

由 P =c1e":， 所 以 当 a 之 0 时， 随 着 # 的 无 限 增 大 ， 相 点 沿 着 轨 线 趋 于 坐标 原 
点 ， 这 时 ， 称 原点 是 稳定 焦点 〈 见 图 6. 9 ) ， 而 当 a > 0 时 ， 相 点 沿 着 轨 线 远离 原点 ， 
这 时 ， 称 原点 是 不 稳定 焦点 〈 见 图 6.10) . 
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图 6.9 图 6.10 


如 4a ==0， 则 轨 线 方程 (6.16) 成 为 
PP=C 或 和 2 十 欠 王 Ca 
它 是 以 坐标 原点 为 中 心 的 圆 族 . 在 奇 点 附近 轨 线 具有 这 样 的 分 和 hy 称奇 点 为 中 心 ， | 
此 时 ,由 的 答 号 来 确定 轨 线 方向 , 当 站 < 0 时 ， 负 线 的 方向 是 过 时 针 的 当 有 30 


时 是 顺 时 针 的 〈 见 图 6.11 及 图 6.12) . 
B<0 


图 6.11 图 6.12 


综 上 所 述 ， 方程 组 | | 
-人 二 A z (6.6) 


=JX. 四 7) 
由 于 4 的 特征 根 的 不 同 ， 方程 (6. 7) ( 亦 即 方程 (6 7)') 下 可 能 出 现 四 种 类 型， 结扎 型 
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较 点 型 ， 优 点 型 ， 中 心 型 ; 并 且 特 征 根 实 部 的 符号 ， 决 定 着 相 点 沿 轨 线 的 走向 ， 即 确定 
着 奇 点 的 稳定 性 . 

(2) 轨 线 结构 的 不 变性 | 

我 们 自然 会 想到 :既然 方程 组 (6. 7 ) 是 方程 组 (6. 6 )'( 亦 即 (6. 6 ) ) 经 过 非 奇 异 
线性 变换 的 结果 ， 那 么 通过 道 变换 个- ， 从 方程 组 (6. 7 ) 在 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 ， 也 
应 该 能 清晰 地 了 解 (6. 6 ) 在 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 情况 ， : 

下 面 从 几何 学 来 研究 ,经 过 线 性 变换 T-1 后 ,方程 (6. 7 ) 的 轨 线 将 产生 的 变化 ， 

因为 下 是非 奇异 变换 ， 所 以 个 1 也 是 非 奇异 变换 ， 正 如 解析 几何 学 中 知道 的 那样 ， 
非 奇 异 变换 是 一 个 仿 射 变换 .而 经 过 仿 射 变换 后 的 图 形 ， 只 是 相当 于 在 某 个 方向 拉 长 ， 
在 某 一 个 方向 压缩 的 变化 .也 就 是 经 过 仿 射 变 换个 -1 之 后 ， 具 有 下 述 不 变性 : 

1) ”坐标 原点 不 变 ; 

2) 直线 变 成 直线 ; 

3) 如果 曲 线 〈(Y% ( 红 ，4(t) 当 上 > 上 oa (或 上 > 一 co) 时 趋向 原点 ， 变 换 后 的 
线 《和 (入 全 ))， 当 的 《或 二 局 ) 时 电灯 亲鱼 本 上 

如 采 曲 线 (8b), 9(F)) 当 才 全 十 co( 或 圭一 一 ce) 时 ， 盘旋 地 趋向 原 后 ， 变 

奖 后 的 册 红 (X(t), 了 的) 当 上 十 co (或 #1 廊 一 00) 时 也 喉 施 地 趋向 原点 ， / 

5) ” 闭 曲 线 (% (#)， J(#)) 经 过 变换 后 ， 所 得 曲线 (%(#)， 分 ()) 仍 为 闲 曲 线 . 

由 此 可 见 ， 方程 (6. 7 ) 在 各 种 情况 下 的 轨 线 ， 经 过 线性 变换 ?+ 后 得 到 方程 (6.6) 
的 轨 线 ， 其 结 点 型 ， 鞍 点 型 ， 焦 点 型 以 及 中 心 型 的 轨 线 分 布 是 不 变 的 ， 这 就 是 轨 线 结 
构 的 不 变性 ， / 

并 且 由 于 变换 后 轨 线 趋向 原点 的 方向 不 变 ， 所 以 结 点 、 焦 点 的 稳定 性 也 不 改变 ， 

(3) 二 阶 线性 系统 的 奇 点 分 类 / 

从 名 线 的 结构 不 变性 知道 ， 方程 


| SE = ta12 


| (6.6) 
、 ay =G21% 十 Co22 了 3 


在 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 ， 根 据 特征 根 的 不 同情 况 有 四 种 类 型 . 总结 如 下 ， 
相 异 ( 非 圭 ) 实 根 ] 站 让 
异 8 
上 临界 结 操 
| 重 ( 非 堆 ) 实 根 | 混 人 疆 评 
| 复 要 | 实 部 不 为 震 … 信 上 
买 部 为 需 ………… 中 心 er 
从 上 面 对 于 轨 线 方向 的 讨论 知道 ， 经 过 线性 变换 之 后 ,雪线 的 方向 不 变 . 由 此 ， 
关于 结 点 、 焦 点 的 稳定 性 总 结 如 下 


1 = 条 的 实 部 为 数 时 ， 厅 “是 和光 《失实 数 看 部 为 的 揽 娄 ) 
) 二 特征 根 的 实 部 鸭 为 正 时 ;， 奇 点 即 为 不 称 下 的 ， 
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Fh Me er -~ PP He | 


例如 质点 在 有 阻尼 介质 中 的 目 由 振动 ， 其 方程 为 


区 十 22 人 十 形 必 一 0 . 


化 成 方程 组 为 
车-， 
3 一 bx 一 2M24， 
此 系统 的 系数 阵 4 为 
A=/ 0 1. 
\ 一 有 —2%) 
点 (0 ,0 ) 为 系统 的 唯一 奇 点 . 系统 的 特征 方程 为 
0 一 4 1 一 12+2472 十 玉 三 0， 
一 天 一 2 铬 一 14 
特征 根 为 


41,， 一 EAL Nh 二 Hn2—h. 
因为 阻尼 系数 %* 汪 0 ， 恢 复 系数 二 0， 所 以 特征 根 的 实 部 均 为 负 . 也 就 是 不 管 
点 是 结 点 还 是 焦点 ,它们 都 是 稳定 的 . 当 # 六 +co 时 ,所 有 轨 线 上 的 点 都 趋 于 奇 点 (0,0). 
也 就 是 任何 一 个 运动 、 当 时 间 无 限 延 续 下 去 ， 运 动 就 趋 于 平衡 位 置 4《0，0 ). 而 原点 对 
应 于 %== 0 ，3y= 0 的 解 . 即 运动 逐渐 静止 . 它 说 明了 在 有 阻尼 介质 申 的 自由 报到 都 是 
衰减 的 ， 最 后 达到 静止 . 
下 而 新 究 线 性 系统 《6.6 ) 的 厅 上 附近 的 多 线 分 布 与 的 条 由 此 得 到 ， 根 据 
方程 系数 来 判定 奇 点 类 型 的 准则 ， 
因为 系统 (6. 6 ) 的 奇 点 类 型 ， 天 定 于 系数 拭 阵 的 特征 根 .所 以 要 研究 方程 的 系 娄 所 
奇 点 类 型 的 关系 ， 主 要 研究 方程 系数 与 系数 护 阵 的 特征 根 之 间 的 关系 ， 
方程 (6. 6 ) 系数 第 阵 的 特征 方程 为 
4 一 40 | 二 0， 或 22 (0 ta O02 2 1 0 . 
G21 022—4 
为 了 书 与 方便 ， 今 
0 一 一 (CI11 十 Ca22)，4 王 GiliCa2 一 412C21， 
于 是 特征 方程 可 与 为 
A2+oA+4=0. 
特征 根 为 


41,2 二 一 一 一 ~ 


一 6 士 Wo 一 44 
2 


下 面 就 分 特征 根 为 相 异 实 根 ， 和 术 及 和 要 三 和 可 加 研究 
1) az 一 44>>0 
i ) 4>>0 
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“人 下 和 点 为 结 走 
0 >0 二 根 同 负 
ii) 4<0 工 根 异 号 …… 奇 点 为 鞍点 
2) ogo:—44=0 
”让 站 时 可 |、…… 帮 点 为 临界 结 点 或 进化 结 点 ， 
o >0 负 的 重 根 | 
3) o2—44<0 
os 关 0 复数 根 的 实 部 不 为 需 ， 奇 点 为 焦点 
o 二 0 复数 根 的 实 部 为 雳 ， 奇 点 为 中 心 . 
综合 上 面 的 结论 ， 曲 线 o? = 二 4 4 , 4 轴 及 co 轴 把 oo 4 平面 分 成 几 个 区 域 ， 不 同 的 区 
域 ， 对 应 着 不 同类 型 的 奇 点 . 
又 因为 奇 点 的 稳定 性 主要 取决 于 特征 


AN 
根 实 部 是 否 为 负 ， 而 两 个 特征 根 实 部 均 为 oe A 
负 的 充 要 条 件 为 CO 
o>0, 4>0. Kx 
因此 ， 图 6.13 的 各 个 区 域 分 别 表示 出 了 稳 XO< YX > | | 稳 业 是 
定 与 不 稳定 的 区 域 ， i 漆 关 - 和 


至 此 可 以 看 到 ， 奇 点 的 类 型 完全 由 判 “久久 》 一 一 
别 式 o? 一 44 及 o，4 的 符号 而 定 . 由 此 : 一 - 椒 枚 关 信 虽 -， 
也 可 以 看 到 作为 初等 代数 的 一 个 基础 知识 - Re | 
的 判别 式 oz 一 4 4 ， 却 成 了 近代 微分 方程 < XIINT 
理论 的 有 力 I 具 i 

3 二 阶 系统 在 奇 点 附近 的 罗 线 分 布 1 

现在 我 们 研究 一 般 的 二 阶 采 统 | 


(6.1) 


在 奇 点 附近 的 轨 线 分 布 . 这 里 只 把 定理 给 出 ， 而 不 加 证 基 . | 
设 (‰ ,yo) 是 方程 组 (6. 1 ) 的 奇 点 ， 即 只 (%0,》o) = 多 (%0:,Y0) 二 0 可 以 假定 奇 点 
就 是 原点 ， 这 不 失 为 一 般 性 。 因 为 如 果 不 然 ， 总 可 以 通过 变换 i 
/ %=XN0+ ,=o+ 2 
,化 成 这 种 情形 . / 
以 后 只 研究 方程 (6. 1 ) 在 奇 点 (0 ;0 ) 附近 的 轨 线 分 布 ， 
如 果 对 方程 (6. 1 ) ， 有 
P(X%,Y)=011 4 Fi2 细 : 计 网 入 ， y) i 
Q(X,Y)=051 4 + +O X,Y), / 
其 中 z 
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im FY) lim PV,y) 


一 -一 -一 - 机 


apy oY WZ 十 入 2 二 >,0 1 %2 2 
即 方程 (6. 1 ) 可 写成 


| 多 = -CI114 + 多 十 2( 和 ,9 
(6.17) 
(= 4 + 022 9 +IE, 9) . 
我 们 把 方程 
一 C1 十 Gy 4 
(6.18) 
Y=01 +4229. 


称 为 微分 方程 (6. 1 ) 的 一 次 近似 。 
定理 6.1 (Perron) 在 方程 (6. 1 ) 的 一 次 近似 方程 (6.18) 中 ， 如 末 
1 _| C11 C1 Ac0 
al G22 | 
日 方程 | 
Ca 1 Ca 一 


的 根 14，12 的 实 部 不 为 需 ， 则 方程 (6. 1 ) 在 奇 点 (0， 0 ) 附近 的 轴线 分 布 与 一 一 次 近 
似 的 罗 线 分 布 是 相同 的 ,并且 奇 点 的 稳定 性 也 是 相同 的 . 


这 个 定理 告诉 我 们 , 当 一 近似 方程 的 奇 点 是 结 点 ,鞍点 和 焦点 时 ,方程 (6. 1 ) 对 应 的 
奇 点 和 它 一 次 近似 方程 的 奇 点 类 型 相同 . 而 当 一 次 近似 方程 的 奇 点 为 中 心 时 方程 (4， 1) 
对 应 的 奇 点 类 型 就 不 能 确定 了 。. 它 可 能 是 焦点 ， 也 可 能 是 中 心 ， : 

2] 题 6.1 
1， 通过 求解 ， 确 定 下 列 各 方程 的 奇 点 类 型 ， 画 出 相 图 ， 并 确定 奇 点 的 稳定 性 : 
dy dx _ 和 
| 
QI dy 
= 39 , ti 十 3 
dx ,| dx 
,) jat™ ,) 9 
dy ‘ay 
t= % ， zt 833 ， 
2 ， 确定 下 列 各 方程 的 奇 点 类 型 ， 轨 线 分 布 以 及 稳定 性 ， 
dX _ i {dx%_, 
, 了 39，, , jat 9% 一 消 ， 
dy _ 人. dy 
at 3%—49. / (22 = 二 4 光一 4 . 
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3. 确定 下 列 方程 的 奇 点 类 型 及 稳定 性 : 
dx% 
1 ) | ar 0¢,b 半 0 
(2= £42—%) 二 了， 


dx _ 
pi 


C >0, b>0 
| 如 = +bsin %. 


2 ) 
at 


$6.2 极 限 环 


在 本 章 第 一 节 所 提 到 的 线性 无 阻尼 振 藩 ， 由 于 它 的 所 有 解 都 是 周期 解 ， 系 统 的 轨 线 
都 是 闭 轨 ， 是 层 层 相 套 的 椭圆 族 . 它们 在 相 平 面 上 是 密集 的 . 

但 是 在 非 线性 振动 中 ， 由 于 阻尼 力 与 恢复 力 的 非 线性 性 质 ， 系 统 有 时 存在 孤立 的 周 
期 解 ， 反 映 在 相 平面 上 ， 系 统 存在 孤立 的 闭 轨 . 这 就 是 我 们 要 研究 的 极限 环 . 由 于 这 种 
轨 线 的 特殊 性 质 ， 在 轨 线 结 构 中 处 于 重要 地 位 ， 对 它 的 研究 ， 在 理论 上 和 实践 中 都 是 很 
重要 的 . 

1°. 极限 环 概念 及 研究 方法 


” 例 1， 考察 方程 组 
:第 =- 3 一 %(%2 十 旬 一 |) 
1 ct9 (6.19) 
tt- Ny(%2+ 2—1) 
的 轨 线 分 布 . 
解 ， 作 极 坐 标 变换 


=r0080, y=7rsin 4. 
为 此 先 将 方程 (6.19) 的 让 第 二 个 两 端 乘 》， 然后 相 加 ， 得 到 
7 T+ ?32 一 一 (和 十 Y2)(%2 十 2 一 1 )， - (6.20) 
由 于 各 十 如 =7?， 并 微分 之 ， 则 得 . / 
Ur 和 9Y + EY 


| 
mm 


at™ ”at at 
所 以 ， (6.20) 可 与 成 


7 9 一 一 , 


9 2024 + 


或 AL ) ， (6.21) 


da 

其 大， 将 方程 组 《6 19) 的 第 一 个 方程 条， 第 一 个 方程 乘 以 ， 然 后 相 茂 ， 得 
dx dy 
yd 2 (X22 十)， 


由 于 6 =arc 志 让-， 并 微分 之 ， 可 知 


CO 
T=! (6.22) 


十 是 原 方程 (6.19) 经 变换 后 化 为 


dey (92 一 1) 


ad 
0 (6.23) 
dt 
积分 所 得 方程 (6.23) , 易于 看 出 ,方程 组 (6.23) ， 有 了 两 个 解 ， 
/ 7 二 0， r=1 


其 中 y = 0 是 方程 的 奇 点 , 而 ? = 1 是 方程 的 周期 解 ， 它 所 对 应 的 闭 轨 是 以 原点 为 中 
心 ， 以 工 为 半径 的 圆 ， 


YY Ap2l 

7 一 人 8 A= 0? 
1 一 Yo 

0— dn= 1,， 

或 为 
y _ Ae’! 
| 4e2t 一 1 
0—0,=+ 


于 是 方程 (6.19) 的 轨 线 分 布 如 图 (6.14) 

从 方程 组 (6.19) 的 相 图 上 看 出 ， 轨 线 分 
布 是 这 样 ， 

(i ) (0 ,0) 为 奇 点 ， 乱 十 多 二 1 为 
一 儿 立 团 轨 

(这 ) 在 闭 轨 次 十 发 = 1 的 内 部 和 外 部 的 
轨 线 , 当 £ 六 十 co 时 都 分 别 盘旋 地 趋 近 于 闭 轨 . 

定义 6.3 方程 组 (6.1) 的 取 立 周期 解 ， 


叫做 方程 组 的 极限 环 . 图 6.14 
在 相 平 面 上 ， 极限 环 就 是 颖 立 的 闭 先 ， 在 方程 (6.19) 中 ， 孤立 闭 胃 %2 十 如 二 1 就 
是 方程 的 极限 环 . 


下 面 我 们 不 加 证 明 地 ， 色 壕 一 个 极限 环 附近 轨 线 的 性 质 ， 
极限 环 这 个 闭 轨 尺 ， 把 相 平 面 分 成 两 个 区 域 ， 内 域 和 外 域 .因为 方程 组 (6. 1 ) 的 
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轨 线 是 不 交 的 ,所 以 闲 轨 把 轨 线 分 成 两 个 部 分 : 一 部 分 轨 线 在 开 的 内 部 ,一 部 分 轨 线 在 六 
的 外 部 .内 部 和 外 部 靠近 玉 的 轨 线 的 性 态 有 两 种 可 能 .以 内 部 轨 线 而 昔 ， 所 有 集 近 天 的 
饥 线 ， 或 者 当 了 二 十 co 时 ， 检 旋 地 赵 近 于 玉 ， 或 者 是 当 守 > 一 co 时 ， 盘 旋 地 趋 近 于 瑟 ， 
”外 部 的 轨 线 也 有 相同 性 质 ， 

如 果 所 有 靠近 天 的 内 部 的 和 外 部 的 罗 线 ， 当 上 二 > + co 时 都 盘旋 地 趋 近 于 玉 ， 极 限 环 
区 叫做 稳定 的 如果 所 有 靠近 下 的 内 部 或 外 部 轨 线 , 当 二 六 一 oo 时 盘旋 地 趋 近 于 玉 , 称 极 
限 环 K 为 不 稳定 的 . 如 果 靠近 太 的 内 部 轨 线 ， 当 t 广 一 oo 时 盘旋 地 趋 近 于 太 ， 而 千 近 芭 
的 外 部 轨 线 当 上 二 co 时 盘旋 地 趋 近 于 玉 ， 或 者 相反 ， 则 称 此 极限 环 为 半 稳 定 的 . 

方 杜 《6.19) 的 极 际 环 迷 十 天 = 1 ， 就 是 稳定 的 极限 环 . 

由 上 面 的 讨论 可 知 ， 极 限 环 是 弧 立 的 闭 轨 ， 是 其 附近 的 轨 线 的 极限 点 集 ， 它 是 轨 线 
结构 中 的 特殊 要 素 . 为 了 弄 清 系统 轨 线 结构 ;除了 弄 清 厅 统 的 奇 点 类 型 ,还 要 确定 系统 
的 极限 环 和 分 界线 . 就 是 要 判断 系统 是 否 存 在 极限 环 ， 以 及 它们 的 大 致 位 置 . 因此， 从 
理论 上 来 看 极限 环 问 题 是 很 重要 的 . 而 在 实际 应 用 中 ， 如 果 系 统 存 在 极限 环 ， 就 说 明 这 
个 系统 存在 周期 振 落 .特别 是 ， 当 这 个 系统 存在 稳 定 极限 环 时 ， 则 存在 平稳 的 周期 振 
洲 . 这 在 无 线 电 通 讯 中 是 极为 重要 的 . 

生 当 前 的 害 香 论 的 研究 工作 和， 极限 环 仍然 是 大 家 注意 的 中 心 . 

给 出 一 个 研究 极限 环 的 例子 ， 它 是 在 有 电子 管 的 通路 中 ， 描 述 电 流 状 态 的 微分 
方程 ， ， 册 做 得 (Van der Pol) 方程 + ， 在 历史 上 也 是 有 名 的 . 


例 . 研究 方程 . 
+=0 (p>0) (6.24) 
的 极限 环 ， 
解 . 将 方程 化 成 方程 组 . 
设 % 二 Vv， 则 为 
{= : (6.25) 
(y=—%—A(X2— 1)v : 
由 其 一 次 近似 : 


二 (60.25) 
， ly 二 一 Y + | | 
知 原点 为 唯一 奇 点 ， 且 
0 一 一 上 4 一 1，c2 一 44 一 /一 4 
因此 ， 如 4 之 2 时 , 原点 为 不 稳定 结 点 ;: 
如 #A<< 2 上 时， 原点 为 不 稳定 能 点 . 
总 之 ,原点 附近 的 轨 线 当 # 增 大 时 ， 本 
为 了 处 理 方便 ， 令 
FCO)= 和 


ja 9 


全。 


* 参看 染 元 盎 闫 < 柚 众 方程 所 定义 的 积分 曲线 > 第 三 音 251 页 
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作 代 换 ， 令 


=v 二 + F(X). 
于 是 ， y= +X) VN) V+ 1) v= 一 
方程 (6,25) 可 化 成 z / : 
人 了 ， (6,27) 


直面 将 证 明 方程 (6.27) 存在 一 个 稳定 的 极限 坏 ， 
对 于 (6.27) ， 曲 线 
y= FY) 

称 为 特性 曲线 (或 垂直 等 倾 线 ) ,': 因 为 在 0 半 平面 中 特性 曲线 上 的 任 一 点 ， 方向 场 
的 向 量 都 有 %=0，》<0， 所 以 特性 曲线 上 任 一 点 的 轴线 都 是 由 上 方 穿 向 下 方 的 ， 在 
%<0 半 平面 中 ， 则 相 太 . 

现在 研究 过 少 轴 正 半 轴 上 任 一 点 A(0 ， 4) (4 0 ) 的 轴线 的 走向 . 在 点 么 处 因 
5=C，》=0. 由 于 & > 0 ， 知 轨 线 上 的 点 向 右 侧 移动 ， 进 人 Y 一 0 的 区 域 后 ， 因 为 
和 = 一 *<0 ,3 城 小 ,而 在 曲线 儿 = FFC%) 的 上 方 ， 因 为 一 PC 十 3 二 0 所 以 Xi0. 从 
而 增加 ， 相 点 (人,) 向 右 下 方 移动 . 

我 们 来 证 明 在 有 限时 间 里 ， 轨 线 能 达到 特性 曲线 上 , 设 1=io 时 轨 线 过 4 点 ， 可 以 
取得 小 数 8>>0 ， 使 在 1 一 如 +T6 时 有 2%(teTO)>0， 如 打 轨 线 总 在 = PY) 的 上 方 ， 
tio +o 时 ， %> (to +6)>0, 从 而 / 


z ao 和 (08S)CS 
tot 


geo |, [~ 4 


S90t0)— stot LE 640)] . 

由 此 可 知 ， t: 无 穷 大 时 ， 多 (去 六 必 到 近 
y= F(X) i 这 说 明 轨 线 上 的 点 ,在 有 限 的 时 
间 内 一 定 能 到 达 特 性 曲线 上 ， 设 当 t=#i 时 到 达 特 
性 曲线 上 的 点 为 C (Ww,，V).， : 

在 特性 曲线 的 下 方 ， 因 为 F(x)+ 3y<0， 
所 以 %<0， 因 此 %* 是 碱 小 的 , 此 外 ， 在 % 0 范围 
内 ， 因 ?= 一 % ， 所 以 也 是 碱 小 的 因此 轨 线 上 
的 点 向 左下 方 移动 万 外 ， 在 * 之 9 的 区 域内 ， 因 
为 轨 线 都 是 从 上 往 下 穿 过 特性 曲线 的 ， 因此 轨 线 进 
入 特性 曲线 下 方 区 域 后 ， 再 不 能 与 特性 曲线 相交 . 

为 了 证 明 在 有 限时 间 里 ， 轨 线 上 的 点 能 到 达 》 
轴 的 负 半 轴 . 首先 证 明 罗 线 上 的 点 能 够 到 达 ? 轴 、 
假如 存在 如 此 的 %>> 0 ， 使 得 永远 有 届 ( 因 之 和 一 0 ， 则 有 有 -; 
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4 (#) = yt)+| [一 % (3)]ds 


< Nt—t1), 


于 是 用 (让 > 一 co, 又 F(x) 在 [0 ,xz] 上 有 界 , 设 |FCx)| <m, 如 it 之 贞 时 有 


9 ( 引 < 一 2m， 则 有 
Y(t) 二 多 ( 扣 a [~ F(s)+ y(s)]ds 

ww 充分 大 时 ，%(#) 必 将 为 负 ， 革 盾 ， 

由 此 可 知 ， 不 可 能 存在 %>> 0 ， 使 得 永远 有 %(#) 之 %. 

因为 轨 线 在 特性 曲线 下 方 , 轨 线 上 的 点 必 能 到 达 也 轴 的 负 半 轴 , 设 为 4'(0 ,4’) 
QO'<0., 

因为 在 点 A'(0 ,0') 处 ,一 F(X)+ Y= ?， 治 这 条 轨 线 就 本 在 时 刻 生 ， 当 之 #1 时 
有 一 FCX)+ < 于 是 


“(t= H+) CFC%CS)) + 3(s)]ds 
C(t') + 2 
可 知 在 有 限时 间 内 ， 轨 线 上 的 点 即 能 到 达 点 4 (0 ,@') 处 ， 设 到 达 的 村 刻 为 所 ， 


通过 上 面 一 系列 的 讨论 知道 ， 在 上 一 加 时刻 通 过 正 半 轴 上 的 4(0 ,a)(a>0) 
的 轨 线 ， 经 过 有 限时 间 之 后 ， 于 t=t。 时 刻 即 到 达 3 的 负 半 轴 A4 (0 ,4') 处 ， 


在 方程 (6.27) 中 ， 由 于 已 2X%0) 是 奇 夯 数 ，% 与 少 同 时 改变 符号 成 为 一 % 与 一 时， 


得 到 的 方程 与 原 方程 相同 . 因此， 从 3 轴 正 向 任 盖 点 出 发 到 达 3 轴 负 向 的 轨 线 的 一 自 ， 
它 关 于 原点 对 称 的 曲线 也 必 是 轨 线 的 一 段 . 
所 以 ， 上 面 在 % > 0 第 惫 内 进行 的 研究 ， 从 负 2》 轴 向 A'(0 ,4') 出 发 ， 在 %* 过 0 范 


图 内 也 有 同 料 的 过 程 ， 轨 线 再 一 次 到 达 了 轴 的 多 > 0 部 分 ， 如果 01 一 一 4 ， 这 条 氏 线 就 


到 达 了 4 点 ， 即 为 闭 轨 ， 也 就 得 到 了 周期 解 ， 


| 6.17 | | 
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re 
ra rr Tm 


为 了 证 明 , 使 4'= 一 a 的 点 4(0 ,a ) 存在 ,考察 下 面 的 丽 数 
7(% 3) 一 -二 (和 2 十 办 ) . (6.28) 


对 于 方程 (6.27) ， 这 个 画 数 叫做 能 量 画 数 . 用 它 来 证 明 闭 轨 的 存在 性 . 
现在 令 人 Y= 二 (tt)，9 二 9(#) 为 (6.27) 的 一 个 解 ， 把 它 代 人 “(6.28) 后 ， 对 于 
求 导数 ， 则 得 


EV x YE) = VX+t Vyy 
~ %(— FX)+ 9))+ SY(—%)=—%F(%). 


因此 , 沿 着 上 述 轨 线 的 一 段 A 一 C 一 和 A" ,研究 
下 面 的 积分 . 


5(z)= | F(x)dy 
A—C—A! z 
=|， PU) YD at = 
-| FO#C))(— #0t)) dt 


|， 和 CC) 9 at =V (4 -PC 


1 12 了 az 
0 D5- . 


图 6.18 


因为 轨 线 与 特性 曲线 的 交点 C (z ， vo) ， 决 定 这 个 积分 值 ， 所 以 把 它 写成 % 的 图 
兹 瑟 (z% ) GD ( ) 是 的 连续 图 数 ， 并 且 在 0<w<V3 上 , 因 0 <*<w， Fo, 
可 知 O(U)>>0. 
2U >1 3 时 ， 如 图 6.18， 取 两 条 雪琴， 
A~B—C— DA 
Ai—B1i—C1— 六 :一 
因为 在 罗 线 上 da2<0， 且 在 F(X%)<0, » _ Fey 0 的 情况 下 ， 2 一 F(X) 在 
有 AB 1 上 的 值 较 在 4B 上 大 ， 有 


FC)ay -人 F(243 dx -| 3 Be F(x)dy. 


又 在 同一 $ 信 处 ， 包 人 上 的 (伟大 ， 且 在 和信 : 上 和 (> 0， 有 
frcoay>f PCOay> 人 Pl)dy. 


在 F(X%)<0, Sy—F(X)>0 多 本 下 ; 了 一 FCx) 和 弛 对 人 在 12 上 的 大 ， 
有 


f penas>] peday. i 
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dd 


Re ge 


内 部 指 网 外 部 ) ， 


由 此 可 知 ，$ (ww) 之 9 (wi) ， 因 此 在 3<U 过 +co 上 2 (w) 是 减 男 数 ， 再 有 ， 因 ， 
为 积分 @ (zx ) 的 一 部 分 | .PCx)4y 越 往 右 方 的 轨 线 的 绝对 值 越 大 ， 而 且 可 以 任意 大 ， 所 


以 有 
lim @O(U) 王 一 


根据 上 面 的 讨论 ， 可 知 存 在 唯一 的 z ， 使 得 
DU0)=0. 
在 这 个 点 上 有 C= 一 和 ， 所 以 轨 线 是 闭 轨 . 
从 前 面 对 轨 线 的 分 析 中 ， 又 可 以 看 出 ， 亲 委 的 内 部 名 线 和 外 部 各 线 ， 当 上 十 ce 时 
都 盘旋 地 趋 近 此 闭 轨 。 因 此 这 唯一 的 极限 环 是 稳定 的 ， 
(证 些 ) 
一 个 系统 存在 稳定 的 极限 环 ， 涪 明 这 个 系统 存在 着 平稳 的 周期 振荡 。 在 无 线 电 通 计 


中 这 是 非常 重要 的 .第 四 章 对 RLC 电路 的 研究 中 ,我 们 导 出 线性 方程 LQ+RQ+ 


- = 0 ， 这 种 系统 是 不 存在 周期 解 的 . 实际 上 van der Pol 方程 是 把 一 个 具有 负 


阻抗 的 线性 系统 4. 一 六 2 十 和 = 0 ,加 上 一 个 与 %2% 成 正比 的 阻抗 ,从 而 构成 了 一 个 非 线 
性 系统 ， 在 负 阻 抗 的 线性 系统 中 ， 当 > 十 co 时 解 无 限 增 大 ,但 加 上 AX% 吗 之 后 ， 如 果 
角 无 限 增 大 ， 数 值 就 会 受到 控制 ， 就 使 周期 解 存在 成 为 可 能 . 
， 周期 解 存在 与 不 存在 的 判别 法 . 
加 对 于 二 维 自治 系统， 定性 理论 中 最 重要 的 定 旭 是 判别 周 翰 解 存在 的 邦 加 荣 -一 本 
狄 克 生 (Poi7WHCCY e 一 Bendi%s0n) 环 域 定理 . 如 果 能 作出 Poinca e—Bendixson 环 
域 ， 就 能 断定 系统 在 这 个 环 域内 存在 周期 解 ， 这 个 判定 理 在 理论 上 和 和 实践 中 意义 都 有 
很 大 的 . 下 面 就 来 介绍 周期 解 存在 和 不 存在 的 几 种 判别 法 . 
定理 6.2 〈 环 域 定理 ) 对 于 方程 组 、 
SF= P(x,9) | 
y= Q(X,y), | 
加 果 存 在 两 个 亲 册 绪 Ci ，C2， 它 们 图 成 一 个 环形 
区 域 (如 图 6.19) ， 具 有 下 面 性 质 
1) 由 方程 组 (6.1) 所 确定 的 向 量 场 ,在 C1 
上 的 点 ,向 量 场 的 方向 由 C1 外 部 指向 6， 内 部 (由 | 


2) ”在 Ca 上 的 点 ， 生 量 场 的 访 向 由 C2 内 部 指 
C, 的 外 部 (由 外 部 指 章 C3 的 内 部 ) ， 则 在 紫 环 域 
内 ,方程 组 (6. 1 ) 必 至 少 存在 一 个 周期 解 . 
推论 6.1 如 果 在 闭 曲线 C 内 , 方程 组 (61:1)、 一 
只 有 一 个 不 稳定 奇 点 ; 且 在 C 上 的 点 , 方程 (6.1) 图 6.19 
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向 量 场 的 方向 由 C 的 外 部 指向 内 部 ， 则 在 C 内 方程 组 (6; 1 ) 存在 周期 解 . 

对 以 上 定理 和 推论 不 作证 明 . 

定理 6.35 (对称 性 原理 ) ” 设 方程 组 (6. 1 ) 满足 

P(X,y)=P(—%,)), — Q(X,y)=A(—%,), 

量 原 点 为 少 轴 上 的 唯一 奇 点 .如 果 存 在 轨 线 工 从 正 了 轴 出 发 到 负 了 轴 上 ， 则 轨 线 卫 必 为 
用 轨 。 又 如 果 原 点 附近 的 轨 线 都 具有 这 一 性 质 ， 则 原点 必 为 中 心 . 

证 明 “由 于 已 知 条 件 可 知 方程 组 的 向 量 场 对 于 少 轴 对 称 . 所 以 上 上 各 它 关于 ? 轴 对 各 
的 曲线 ， 构 成 一 条 单 闭 曲 线 ， 此 闭 曲线 为 方程 的 轨 线 . 于 是 方程 有 闭 轨 ， 

和 如， 原点 阴 近 的 雪线 都 具有 这 样 的 性 质 ， 史 原点 附近 呈现 中 心 型 的 分 布 ， 故 原 上 
为 中 心 ,， 

定理 6.4 (Bendiuson) ”如 果 在 单 连通 区 域 DD 内 ， 方程 组 有 端 画 数 P(%， 2) 


Q(*,y) 有 连续 编导 数 中 及 3 ， 双 
PoQ 


Tm 


x 9» 
在 万 内 保持 定 号 ， 且 不 恒 为 雳 ， 则 在 九 内 方程 组 《6. 1 ) 不 存在 周期 解 . 
证 明 ”假如 定理 不 成 立 ， 方 程 组 6. 1 ) 在 DD 内 存在 闭 轨 上 ( 它 和 它 的 内 部 区 域 都 在 
DD 内 ) ， 于 是 由 格林 公式 有 


¢$. Pay-— Qax=||. (0 + 9 )axdy. 


因为 在 轨 线 上 处 处 有 Pdy =Qdax, 所 以 从 上 式 左 冰 来 看 ， 左边 的 曲线 积分 应 为 雳 . 但 从 
右 奖 来 看 ， 筱 积 画 数 在 S 上 保持 定 扎 ， 县 不 恒 为 过 所 以 有 测 的 一 重 积 分 不 为 奢 . 帮 
盾 . 《证 毕 ) 

例 廉 纳 (Liénard ) 方程 


十 f(%) x 二 EC 二 0。 i (6. 28) 

和 如果/C4) 在 4 过 过 5 上 符 号 不 变 且 不 恒 为 规 ， 则 在 区 二 {ag #8, : 

一 00<<》< 近 +8} 上 方程 不 存在 周期 解 . : | / 
证 明 ”将 方程 (6.28) 化 成 方程 组 


1 和 9) 

=- 和 SC 本 
即 PC 一 史 Qt: / Ie a 
因为 :0 a 2 : 


在 区 域 D 上 不 变 号 ， 县 不 恒 为 基 ， ER 


3 题 6.2 


1.。 确定 方程 组 
[Gf -9 +7 [1 一 (%2 十 和 2)]， 
ldy__ » | 
Qt ”+ 疙 并 二 疯 C1—(%2+ y2)]. 
的 极限 环 及 其 稳定 性 ， : 
2. 对 于 方程 组 


dx _ _ 2 
| y+ XX2+y2—1), 


| 122- 和 十 多 (2 十 欠 一 1) ， 


确定 极限 环 及 其 稳定 性 . 
3. 对 于 方程 组 


[a (X22) N+ 一 1)2 二 光 ， 


\a2 二 (和 二 如 ) 红 十 如 一 1)2 一 区 . 
讽 定 极限 环 及 其 稳定 性 


4。 对 于 方程 4 守 +5(%2 一 1) # 二 ez 二 0 作 变 换 ， 使 其 成 为 vtn der Pol 方程 ， 
其 中 CD>0，D2>0，CcC2>>0， 


8 6.3 ”地 雅 普 诺 夫 稳定 性 


稳定 性 是 微分 方程 解 的 一 种 性 质 。 为 了 使 这 一 概念 具体 化 ， 我 们 从 共 些 系统 的 实际 
工作 情况 谈 起 一些 机 械 的 或 电 的 装置 (机 器 ， 仪 器 ) 的 工作 ， 是 用 常 微分 方程 组 来 描 
述 的 .正如 我 们 知道 的 那样 ， 常 微分 方程 组 的 解 有 无 穷 多 个 ， 给 定 一 个 初 合 条件 之 后 ， 
才 有 一 个 确定 的 解 。 然 而 实际 上 ， 这 些 由 方程 组 描述 的 系统 ， 常 常 是 以 确定 的 秩 态 工作 
的 ， 并 且 还 可 以 看 出 ， 在 任何 情况 下 ， 都 不 可 能 出 现 方 程 组 各 种 解 的 无 穷 多 工作 状态 . 
这 种 现象 的 出 现 , 一 种 是 以 确定 的 方式 在 选择 了 解 的 初始 值 的 情况 下 ， 启 动 设备 而 得 
到 的 .另外 ， 也 有 在 系统 持续 工作 后 ， 初 始 值 的 影响 消灭 了 ， 使 装置 稳定 于 一 个 定常 解 
上 .van der Pol 方程 描述 的 电路 就 是 这 样 ， 从 我 们 的 研究 来 看 ， 知道 不 论 从 什么 样 
的 初始 值 出 发 ， 经 过 一 段 时 间 之 后 ， 能 稳定 于 一 个 周期 解 上 . 

现在 具体 地 通过 挂钟 的 摆动 , 沪 说 朋 这 种 稳定 性 ， 不 论 钟 摆 在 癌 动 时 初始 偶 离 大 
小 ， 和 初始 速度 大 小 ， 经 过 一 段 时 间 之 后 ， 摆 锤 的 摆动 是 完全 确定 的 。 如 果 启 动 时 ， 损 
动 的 初始 偶 宛 和 初始 速度 都 较 小 .那么 经 过 不 多 雹 的 摆动 之 后 ， 摆 钴 的 摆动 就 会 停 下 
来 ， 如 果 启 动 时 ， 初 始 偶 宛 和 初始 速度 都 是 足够 大 ， 那 么 经 过 短 时 间 之 后 ， 摆 动 的 振幅 
将 成 为 完全 确定 的 ， 而 钟 将 以 这 个 振幅 一 直 走 下 去 。 因 此 挂钟 工作 的 微分 方程 组 有 两 个 
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定常 解 ， 一 个 是 对 应 钟 不 直 的 情形 的 平衡 位 置 ， 男 一 个 是 对 应 钟 的 正常 运行 的 周期 解 . 
而 这 个 方程 组 所 有 其 它 解 (无 穷 多 个 ) 很 快 地 趋 近 这 两 个 定常 解 中 的 一 个 ， 月 在 不 长 且 
时 间 后 ， 它 们 变 得 实际 上 没有 差别 。 在 这 种 意义 下 ， 所 指出 的 两 个 定常 解 都 是 稳定 的 。 
(参看 4.4. 安 德 罗 诺 夫 等 著 的 《振动 理论 > 一 书 第 三 章 。) 可 见 ， 若 我 们 选取 的 不 是 
定常 解 ， 而 是 在 开始 时 与 定常 解 但 差 不 大 的 解 ， 那么 所 了 到 的 非 定常 解 趋 于 定 稼 解 . 这 融 
是 解 的 稳定 性 定义 的 粗略 说 法 . 

从 解 对 初 值 的 连续 相依 定理 ， 我 们 知道 ， 在 给 定 有 限时 间 的 区 间 上 ， 如 果 给 定 的 初 
始 值 偷 差 充分 小 ， 解 的 侦 差 在 整个 给 定 的 时 间 区 间 上 也 是 小 的 . 解 的 这 种 性 质 并 不 是 稳 
定性 .因为 稳定 性 的 要 求 是 只 要 初始 值 儒 差 是 小 的 ， 解 的 仿 差 在 无 限 长 的 时 间 区 间 上 也 
是 小 的 ， 

1 . 解 的 稳定 性 

考虑 一 般 的 微分 方程 组 
%=F(t,%) / (6. 30) 
(及 下 均 为 n 维 向 量 )，F(t ,和 %) 为 关于 “满足 李 普 希 兹 条 件 的 连续 丽 数 ，(6. 30) 
的 解 定义 在 (如 ， 十 ce) 上 ， 

(6.30) 满足 % (to) 二 和 0 的 解 ， 用 和 (tto,%0) 表示 ， 

现在 给 出 解 的 稳定 性 和 渐 近 稳定 的 定义 . 

定义 6.4 设 解 和 =%o(t) 定义 在 [te ,+ce) 上 ， 如 霖 对 于 任意 给 定 的 e>>0， 和 和 
rz 之 to， 存 在 正 数 6=6(z ,e)， 使 得 对 满足 

[2— Xo(7) |<0 
的 所 有 的 信之， 有 
1 和 (fr ， Ww ) 一 %o (1 < (6. 31) 
则 称 解 作 二 %0(t) 是 稳定 的 . 
”进一步 , 在 二 %(#) 是 (6.30) 的 稳定 解 的 情况 下 ， 若 对 于 任意 + 之 to ， 存在 正 
数 60 二 6o(+)， 使 得 对 于 任意 1% 一 Xo(1\| 二 6o， 均 有 
lim | 和 (tr 2 一 %oCt7I=0 (6 .32) 


此 时 ， 称 解 % =%(t) 为 渐 近 稳定 的 ， 
如 No(t) 三 0 为 (6.30) 的 解 ， 则 称 它 为 零 解 . 
设 x = 二 N00(t) 为 (6.30) 的 一 个 解 ， 如 及 令 
Fi(t,%)=—%0(t) +F(t ,%+%o(t)) 


则 方程 组 | 
%=F1(t,%) (6. 33) 

存在 适 解 。 方 程 (6. 30) 的 解 和 = 和 % (站), 与 方程 (6.33)- 的 解 2 =Y%i(t) 存在 关系 
Xt)=N0 t+.) 

所 以 研究 方程 (6.30) 的 解 % = = 各 (#) 的 稳定 性 ， 和 研究 方程 (6.31) 的 各 和解 的 稳定 放 

是 一 和 致 的 ， 

Te 因 、 以 后 我 们 只 研究 方程 的 专 解 稳定 性 . 
， 李 亚 普 诺 夫 (JIm8yHOB) 第 二 方法 ， 
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在 解决 稳定 性 问题 中 ， 李 亚 普 诺 夫 创造 本 两 种 方法 ， 有 有 下 第 一 方法 和 第 二 方法 . 
在 这 里 我 们 只 介绍 第 二 方法 ， 它 也 时 做 直接 方法 ， 
这 种 方法 的 特点 是 ， 研 究 方程 组 
X=F(t,%) 
堆 解 稳定 性 上 时， 根据 方程 的 情况 ， 建 立 一 种 叫做 李 亚 普 诺 夫 画 数 的 丽 数 V(t ,，%*) ， 用 
这 种 丽 数 来 判断 方程 解 的 稳定 性 问题 ， 这 种 方法 在 理论 上 与 实用 上 都 非 第 有 效 . 
下 面具 考虑 在 二 维 让 治 系统 中 应 用 率 亚 普 庄 大 本 数 研 究 和 于 解约 定性 丰 方 法 以 后 都 
用 纯 量 表达 式 . 
本 (6.34) 
{Xs =f aX1, P22) 
我 们 把 具有 下 述 性 质 的 画 数 六 (4%1,%2)， 称 为 (6.34) 的 李 亚 普 诺 夫 图 数 ， 
1) TY(%ixa) 是 在 原点 的 邻 域 上 有 定义 的 连续 图 数 ; 
2) (Xi Ya ) 为 正定 图 数 ， 即 
V(0,0)=0, Vixi,%)>0 (YX1TY2s0) 
3) 当 # 之 to 肘 ， 


= 2 fst) + fos#1,42)<0 


最 后 一 条 的 意思 是 1 一 %2( 昌 ， 移 一 斩 (#) 是 方程 组 (6. 34) 的 一 个 解 把 了 (zi 1 
沿 着 轨 线 行 和 


+ f(x1(t) ,sat)) 0 


4 0 说 明 V(%1(2),%,(t))》 对 于 {来 说 是 非 增 的 。 


dt 
定理 6.5 (稳定 性 定理 ) 假如 原点 O (0 ,0) 为 方程 
dX%1 
7 /1,Y2) 上 ,6) 
你- 0 和， #2) | 
采 保 后 (说 明 方程 存在 需 解 》 ， 且 存 在 过 亚 普 诺 夫 丁 数 VK1,%2)) 则 (6. 35) 的 堆 解 
是 稳定 的 ， 


证 明 ”由 李 亚 普 诺 夫 画 数 的 条 件 2.) 可 知 ， 画 数 V(x1;%2) 存 在 严格 极 小 信 0 
此 在 此 极 小 值 点 邻 域内 ，V(X1， 2) C 的 等 值 绕 为 用 曲 线 ， 极 小 值 操 (时 网 1 人 
曲线 内 部 (参看 图 6.20) . 

任意 给 定 一 个 e>0 , 当 6 足够 小 时 ， 内 信 线 (zi ,sa) 二 C 就 整个 地 位 于 原点 的 邻 城 
之 内 ， 并 且 把 原点 围 在 它 的 里 面 ， 因 此 可 以 霄 到 一 个 6>>0 ， 使 坐标 原点 的 人 邻 域 ， 
整个 地 在 闭 曲线 六 (%1,%2) = c 内 ，、 而 在 这 个 邻 域内 有 :六 (%1;%2)<5， 如 把 点 取 在 此 
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分 域内 ,了 (s(t0) wa 人 to)) = 二 C1 王 0 则 当 ' 芋 之。 时， 由 此 初始 值 上 所 确定 的 轨 线 
2 2 人) 不 能 越 出 等 值 线 信 (X11,*o) = C 的 界线 ， 当 然 也 就 不 能 越 出 


原点 的 。 邻 域 之 外 ， 原 因 是 V (% 1 ,Ya) 为 李 亚 普 诺 夫 画 数 ， 具 有 了 (%1(t),%2(#) ) 和 10 
汶 一 性 质 ， 即 画 数 六 (X1(t) ,*2()) 是 非 增 的 从 而 当 t 过 to 时 ,V(X%1(8), 珊 2(#)) 1 
< 人 Cc. 

这 样 就 作 到 了 ， 对 于 给 定 的 e>0, 在 3>0， 当 VAUD + No) < 6 时 , 则 
tf 之 to 上 时 ， 有 a | 0 

/RC 一。 

办 此 方程 组 的 雾 解 是 稳定 的 . 本 

i 6 ( 渐 近 稳定 定理 ) 假如 对 于 方程 组 (6 35) ， 存在 李 刘 普 庄 夫 本 数 V Cs 

， 昌 对 任意 8“> 0， 存 在 8 > 0 使 得 在 原点 的 9 邻 域 之 外 , 有 


SVK) ,x2(t)) SB <0 


则 此 时 方程 组 的 老 解 是 渐 近 稳定 的 ， | 

证 明 ”因为 满足 稳定 性 条 件 ， 由 前 定理 知 ， 对 于 给 定 的 e2>0 ,能 找到 5. 二 6(e), 使 
得 始点 在 原点 6 邻 域内 的 轨 线 ， 当 t>to 时 不 能 越 出 原点 的 。 e 邻 域 . 又 知道 画 数 
V(x%1 2) 沿 着 轨 线 随 t 的 增 大 而 减 小 (不 增 ) ， 又 因为 了 (%1 ,和 *2) 为 非 负 画 数 ， 所 以 
当 上 一 十 co 时 ， 有 lim 了 (Xi 人 1， %2(t))= a 0. 


和 如果 a =0， 巾 李 亚 普 诺 夫 覆 数 的 光 一 条 件 性 质 知 | 
im ft)=0 (i=1,2). 四 


则 方程 组 (6. 35) 爱 解 的 浙 近 稳定 性 ， 即 已 证 明 。. 本 
”现在 证 明 必 有 & =0 
”如 不 然 , 假如 4 > 0 ， 这 时 #> 结 时 必 有 Vy Kt), x.《t)) 之 4 ， 即 轨 线 在 闭 曲 线 
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(和 ,2) = 二 @ 的 外 部 ， 而 在 (和 ,#2) 二 的 内 部 存在 原点 的 61 邻 域 , 使 轨 线 在 原点 的 
91 邻 域 之 外 . 
由 定理 的 条 件 知道 ， 存 在 6 > 0 ,在 原点 的 6; 邻 域 之 外 ， 当 上 Z2PTe 时 ， 有 


SVK), alt))<—B <0 (6.36) 


为 了 导出 矛盾 ， 从 了 0。 到 # ， 对 (6.36) 积分 ， 得 
VNCt), X24) — VXIT0) ,rT0)) <— BT) 
即 
VXICE), Nt) EV To) %,. To0))— p(t—To) 
可 知 当 充分 大 有时， 上 式 右 端 为 负 ， 即 有 
Vit), %2.(t))<0, 
这 与 李 亚 普 诺 夫 丁 数 的 正 值 性 子 盾 。 故 必 有 a = 0 ， 于 是 零 解 的 渐 近 稳定 得 证 . 
例 1. 试 考 虑 线性 无 阻尼 振 落 雪 解 的 稳定 性 .. 


将 方程 
多 十 0 一 .0 
化 成 方程 组 
人 (6.37) 
一 -一 (22 6 
作画 数 


V(%,»)= th 


易 知 V (xX ,yy) 在 (0，,0) 点 附近 有 定义 ， 是 为 连续 西数 ， 并 有 
To,0)=0， VESO (+yes0) ， 
及 Te 

所 以 知道 方程 组 (6.37) 存在 李 亚 普 诺 夫 画 数 了 (% ,?)， 根据 稳定 性 定理 ， 知 系统 
的 插 解 是 稳定 的 ， 


2%% + ay y=2 C%Y+ (一 ax 0 . 


例 2. 单 摆 振 动 
用 ， + 全 sin % 一 0 
系统 存在 符 解 ， 专 志 和 角 的 难 定 性 将 方程 化 成 方程 组 
. 《6.38) 
dt™ 1 


因为 这 个 方程 组 是 可 以 求 得 首次 积分 的 ， 砚 在 考虑 用 其 中 的 一 个 普 丈 积分 作为 李 亚 
普 诺 夫 画 数 ， 
将 方程 组 (6.38) 第 二 式 两 端 滋 少 ， 得 


ydy=- 和 (sin#) 9 60,39) 
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一 一 -一 - -一 一 一 一 一 一 -本 一 一 一 一 


由 第 一 式 知 、 
dx*~ yat 
于 是 (6.39) 式 为 

ydy=— 二 -sin dx 


两 了 边 积 分 ， 得 


1 ow 
BY = 六 08 和 十 人 


取 其 中 的 一 个 首次 积分 , 令 其 为 V (%,》) 
V(%,»)= = 二 这 路 奇 (1 一 os) 


易 知 V(%,y) 在 《0，B8) 附近 有 定义 ， 惠 为 连续 阔 数 ， 有 
V0,0)=0, (人 六 0  (%2+ 关 0), 


dV 
af =~») 十 《一 7 


于 是 可 知 单 摆 振 动 的 雳 解 是 稳定 的 ， 
例 5. 考察 方程 组 


8 _sin 2)%=(— -sin 2) 十 二 (sm x)y=0 


,i : 
{ %2 一 多 1 (6.40) 
;二 灼 ! 一 和 % | / 


雳 解 的 稳定 性 . 
解 ”因为 在 (6.40) 的 一 次 近似 中 ， 康 点 为 中 心 ， 所 以 此 非 线性 系统 的 区 定性 问题 


不 能 通过 一 次 近似 来 判断 . 
现在 作 阔 数 V(X1,%2) 二 XI 二 2,V(%1,%2) 在 原点 的 领域 上 有 有 罕 久 于 加 父 有 


V(0,0)=0, V(Xi,%,)>0 (si + sie 0). 
XX 


A 27 2 tah2) = 2(%4+ + %2)< 0 


V(X) 为 方程 组 (6 .40) 的 李 亚 普 诺 夫 本， 加 组 的 和 的. 
进一步 ， 因 为 加 站 
V(X1,%2)=—2(%4+%$) <— +4)[ 因 为 4 st> 4 二 2 和 1 和 2 十 光 多 ) 一 


可 (%1 二 %a)2], 所 以 ， 当 W 各 + 时， 可 也 (zxa)<Tat<0， 可 知 零 解 又 


~ 
= 


是 浙 近 稳定 的 、 

例 4. 和 十 太 (% ,%)%+g(X)= 二 0 中 如 大 2 ) 人 0，XUSCX)>( 0 
则 方程 的 索 解 是 稳定 的 . - 

解 
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内 为 & 2%) 为 连续 画 数 ， 且 YS(CX)>>0 (% 六 0), 必 有 g(0)=0. 可知 方 程 存在 零 解 ， 
现在 研究 雾 解 的 稳定 性 ， 将 方程 化 成 方程 组 
人 3 ， 
y=—/(%,9) 9 — gg X). 


(6.41) 
建立 函数 
V(%, y)= 妆 2 +| ,eax 
V(%,) 为 在 原点 邻 域 上 定义 的 连续 图 数 ， 且 有 V(0,0)==0,，V(%,y)>0 (%2+ 2 半 0) 


且 
VR,Y) = I + 
t ;9 二 多 区 十 可、 多 
一 了 [一 (%,9)I 8X) + XI 
一 一 1/ (%,7)72< 生 0 9 
因此 方程 组 的 需 解 是 稳定 的 . 


习 ” 题 6.3 
1， 对 于 方程 组 
和 
Xa 一 必 2%4， 
斌 说明 普 (%1，Y%2) = 二 %4 十 %8 是 它 的 李 亚 普 诺 夫 函数 . 
2. 讨论 方程 组 
/ : " 人 一 生生 
%a 一 3%1 一 4%2 。 
的 稳定 性 和 渐 近 稳定 性 .: 
3， 对 于 自治 系统 . 
: {a 


%2 = A%X2—%IN2. z 
当 了 (YX%1 2) = 全 + 为 其 李 亚 普 详 夫 西数 时 ， A 必须 为 何 数 ? 才 计 的 本 
[区 =- 3 和 ia 十 2Xs 十 Ya 和 3， 
dr : 
“> 1 
a 一 和 3 十 如 1 
| 一 | 
dt 
人 下 
过 解 的 稳定 人 
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案 


习 题 交 


习 题 1.1 
: (1) 一 阶 ; “(2) 二 阶 ; 
(3) 一 阶 ; (4) 四 阶 . 
，(1) 是 ; (2) 是 ; 
(3) 是 ; (4) 不 是 . 
. (1) ye ; (2) y”"—3 1, 
(3) 2 +3 =1l; (4) yy'=3y” . 
/dy 加 四 
. (G0) +y=r?. 
习 题 1.2 
. (1) =X+ ce; (2) In =ce*; | 
(3) eyY=eE*+C; (4) sin .co8% =C, 
. (1) 了 一 1 (2) y(n|%2—1|+0)=1, $=0; 


(3) y=(%—C), =0; y=(%—2), =0; : 
(4) 元 十 324 十 2 一 CE7， 儿 十 2 多 十 2 一 0. 


.TAI 二 炳 +Y IT 一 多 =C (ec>0), $=1 (—1<%<1), $=!1 (一 1<X <1)， 


x =1 (1 <1), %=—1 (~l<y<1). 


,=X%2—5. 


0) 


(2) » =darctg +c. 


+ X=2. 


Lt 104 
， 宙 二 CE (1)8 偿 《2) 瑟 个 ， 


习 题 1.3 
. (1) %+ y=c%,, % =0; | (2) % (2—%)=cy,» =0;. 
(3) 2—%2=C), =0; 六 (4) sin -二 =0%; 
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。(1) 


(5) mn 世上 二 一 一 CYX ; 


. (1) (SH—2%)3—~—c(S— YC—1)2, 


(2) 2% 十 4 一 1 一 Ce27 YX ; 


(4) 4 十 2 一 _ wp-2arctgsZ3 


，(X2 一 %2 一 1)5 一 C(X2 十 向 一 3)、 


| 天 后 


mm 


(6 ) arcsin -一 lncx .SB ,y= 土 %， 


9 二 %Y+1; 


(3) (3 一 % 二 5)6( 和 十 24 一 2) 一 C; 


2? 一”) ， 举 标 原点 取 在 0 点 ， 少 轴 沿 河岸 ， 正 向 与 水 流 方 向 同 ，%* 轴 


机 


Gr 


过 0 、 有 A 点 ， 正 向 由 0 点 指向 丸 点 ， 


(1) 3 一 2-+ce-x ; 
(3) 30 一 2 十 CE 3°; 


(5) Y=cX2+%*; 
(7) $=ccos %+sin%; 
y=— Yn|x|+c%. 


1 二 -一 
y= 


(3) 2 3=—1—2%+00r;)..- 


(5) 刀 4 -2= 一 $+ +e. 


H+ Let 


题 1.4 
(2) =(%—2) +e(% 2); 


(4) 3 一 一 二 (3sin2t + cos2#) 十 cest; 


(6) » =e*(In|%|+0); | 
(8) 多 一 (c+4Ya)emz + 


(2) ?3 一 一 术 十 Ce3x | 


(4) 一 一 Sin 区 十 CE 


% (Lt) =| e 了 (1<M， | 1 a 


. (1) 3%24 一 加 一 C; 


(3) 这 十 本 2 (%2 一 风 ) 一 ci 


区 4 5 _,. 


(1) % ;3%4 十 4%3 十 6%292 一 


(3) 6 4—4NXtln% + cocYs; 


$p (xX)dx 


. (1) 6 ; 


1 (站 一 下 ) tipixy dx 
(1) ye I 3 ， 


波 2 0 。 


题 1.5 


《2) ;一 


(2) NE 一 光一 C; 


《6 ) 多 一 和 co8“2 艳 =C. 


入 入 


1 


(4) Exz2 (2%2492 十 4Y 3 十 儿科 ez 一 C， 


1 
(2) NC PLD 


1 {fs 
P99) 


i 


习 
2 .积分 曲线 族 少 =c， 了 光一 和 2 十 c。 
3 ， 积分 曲线 族 9 = % 十 C.， y= Le. 
4 . (1) (% 一 0)2 十 %2 一 82，4 一 土 r; 
习 。 
1 (1) y2— 4X2 0; a 7 
(3) 光一 0 
2， (1) $=0; 
(3) 无 ; 
3 
1 , (1) y=ce™*; z 
(3) (% +C)2+ Y2=1, =-1; 


-00 ~] 0 


(5) 3 (1 )=(% 10 ,Y=1; 


(7) Inc » = 二 205 y=0; 


(9) %=2arctg pp +o, 
(10)Y 一 CPP 十 C， 


， 


C 
17 c—1” 


.2 米 / 秒 . 
. (2) 当 一 5 秒 时 ， 
，171 克 ， i 


村 


yd 一 (1 十 Co26 > 


(2) y2(% 6)3, 
(4) YL1+(%—c)2]=1, y=0,，D=1; 


y =In(1+p?), 
y=(p—1l)et, y=—1. 


% 二 200 米 ， 1 4=16 米 / 秘 2、 


(2) VY=% +Cc, =0., 


题 1.7 
(2) 492 一 %2 一 0; 


《4) 4 一 十 CC. 


(2) 442 一 %2- 一 0 ; 
(4) %2 一 少 2 二 0 


是 1.8 
4 一 0 


(6) inc4=X% 士 nn 和 ， 了 光一 0; 


? 
3=0; . 


3 xi ys as 


题 1.9 
2 ， % 填 儿 一 2 十 G。 站 
以 定点 为 焦点 的 半角 出线 


. 37.5 米 ， 6 米 /条 


. 52 分 钟 。 i Tr 


i 是 1.10 jy oY 


= 和 全 #9 土 区 wo +1 fics ts! - 


3, (XC1)2+ (Cc) 
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ER 了 


9 _ 
4. Yie “C20 ) (KE) ty =62. 
(多 一 Ci1)2=CoY 十 C3， 7 .ny 一 4%Yo+Tel4 二 Tc 
8 . 5ln y=c1+c2%? + 8n%. 9 .32—2%Y= %2+2sin 和 十 C1 和 十 Ca2。 
10，3Y% 4 十 一 Ci%X2 十 Co2% 十 Cs， 11. y2=C1%2+ C2% 
| ,, 
12。 y=c1ctg %+c2(1— Xetg%). 13，4%2 一 Cl1 十 Ca 入 -2 十 了 
第 一 章 综合 习题 
T_T 1 
1. %»y=ce” ,多 一 0 4 一 一 6 28 " 
. 。 x ， 
2 . Ex 十 6? 一 C， 3. $=ce 3 +1, =1., / 
4 。VY%2 一 42 一 C%X，% 一 0， 5. y= Xe 1 二 87 
(23 二 YX 一 3) 一 C6 2 ,293 十 和 一 3 二 0， 
2 2 
7 (y+2)2=C(%+ yo1). 8.， y 一 “+Cer ,y= 二 
9 yl Cx lsnag+c), 10, (xX+y2—29+2)=c. 
" COG 2 4 
_1. ,1 
l1. 6 六 (~—1)=c, e” wn(- 训 一 1 = 一 
yz 
12. y=9(%)—1+ce ®t, 13, ge dy i 
14， 了 = 人 和 (一 下) 15, -2=%2+cex +1. 
2 2 了 一 2 之 本 2 一 oy 
16。1A%2 十 和 十 1 二 = ， TAX2 十 32 扫 1 -1 +V3. 
3 .4 2 2 2 
17 ， ~ 2 + 一 《 
18， 史 4 p24 2k p20, tay 四 
19. 一 妆 = 访 十 C， 信和 二 2 =8%. 四 i 和 
i 
20. %=C3F, %=0., 1 2% c= 2 
22 yex3 一 %2 十 ?=1+c，yer 证 入 十 泌 ==1。 
23 (1 十 % )8B7 一 2% 十 C， 24 .arctg + vs 
2 2 
2D 。 和 2 十 EEC， 人 四 | 26 。 » = 人 只 1 
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27 . » = . 28. %2— Y=C 


1 一 CX 
2 » 
35. = ec, =(c+t%*)?. 36 . y= Co 人- ¢). 
2 a 
37 ， (Sj (2 i=. 38y 一 2C1 [IY| +C2,， = 一 %. 
a a 
2 
39, Y=c+te*, y=cC., 40 9 =C% + 2 一 一 全 
, p C+Aaarcsinp 
4 = c+ garcsinp ) y= 9p. 
有 Vi Vi—p? 
49 二 peep) yor 
1 opr p 4p3. 
43. Y—%+Yy—2NY=C%N?, yp—%+V S22NY=C. 
办 > 
44 . =- 3P+c, y—_? -一 45,，Yy?2 二 2 十 1 
2p+ V2p+e | 
46， y= 47，J3 二 十 2 . 
48， 4 一 %2 一 5. 49， 才 一 C%Y3， 
50，4%2 一 %2 一 C，%2 十 %2 一 C， 51 12=0.466 公 里 /小 时 ，s== 4 = 公里 . 
8]n~ 
“3 
52 t=0.0008 秒 . | | 
.400 a0r /5 
53,. (1) t= 站 种， (2 ) ft = g 秒 . 
54. t= (2R) 种 . 加 55，(28% 一 g2)3 一 982(CY 十 C)2， 
(1) J E (1 go- 名， (2) 1] Bo 
D 6 ) / -一 R 加 ? 加 ， R 四 
57 ， ”= ec(1 一 cosb)， 58. %X2 二 4 一 2C%X ， 


59, P=c(1— ¢080). 


60. (1) $=c%, 1 和 十 得 pe eo-karctgt-, 
(2) y2—%2=c, hy2—2%y— hr? 一 声 ; 


i 四 2 
~ | . ~ 7 EP . 3 % 
| arctg -二 区 
" 下 5 加 _, 
(3) 2%2+ 92 =0 ,RyRy 2R%2 =ceV 8 名 一 1 2 


61. $=c1%— Cos 区 十 Ca， 62. 多 一 Cl6c17x 十 C2， 
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63 


67 。 


68 ， 


1. 


72， 


74. 


ti, 
78 ， 


19., 


80. 


81. 


82. 


83. 


» -CI 人 多 一 8 *)+c,. 


cos - 一 


y= ec) 


人 
光一 Ce 十 C2 十 Ca3， yt 


y= ettes) sl 
C1 | C1 


4 TXT 
2 TXT 


“76,. t= 


64 ， 乡 一 - 
20 


6. 4%2 一 C1 和 十 ca， 一 TAX 十 1 


+ 2 人 
3 9 
7 
] CIEVe, 
69, C1% = es 四 


ln XxX2 
71. 多 =coe2C1 : 


了 了 多 一 Ce-tY， 


~ 37 ,5 秒 ， 


~ -1A8TEisin(c: 土 人 +3,9 一 十 VElcos(cy 士 刘 。 


92 十 22 一 C1E2Y， 44 一 24==4C。 


%2 二 %2 二 2XY 一 2 一 2C1 一 0， 


十 Arcsin 


及 一 上 


_ ng+c,. 
1A2 十 2C1 “ 


a tttets te, tt es, 3 一 2! 十 3C1 太 十 4C2， 


Tr 4》 
6t 2 十 6C11 ~ 


z =ets+ct+c3 


:=6, 2—2Z22:=C,. 
| 


AICSIN— < =- 
1]A2 十 2C1 


%2 十 %2 十 Z2 一 CT， 十 +2=C2. 


~ 
(% 一 C1)2 十 扫 王 Ca 
— C1 Tc 


2 


y=5h(c1 %+c,) ， 


习 


》 = 十 2sinMx:X:， 其 中 4 为 整数 ， 


本 
重 国光 ”一 
' ™ 


本 了 i 。 ， 4 ， 
Yi & 上 ， 及 局 


悬 链 线 族 一 1 一 Cicp 一 二 <， 、 


b 
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—— 一 Cy 士 In2,， X22 十 2 二 2(%Y—Y)= 


84. %2 十 92 十 Z2 一 C1)%2 十 283 一 %2 一 Ca 。 


题 2.1 
(#062)2 
2 . $C]l= 4C) 。 


44 一 Cl1Sn(4% 一 C，) ， 人 


2 . 
0 ， -te%tCs,.. 


' i 
了 1 


- . = 1 . 办 
4 + wr 
+ - ~ a 
. 2. 9 1 和 " 
: - - - 半 rr 本 ' 本 
” rs 4 1 本 人 7 


C7(%)S J—CPX)+4dY =0, 


- + 
~ 


5 十 全 9+ 62s +Cs. 


习 3.1 
1 . (1) 不 诺 泵 ; (2) 满足 
. (1) 有 ， 了 三 0; (2) 无 ; 
(3) 有 ，? = 一 亿 反 ， 
和 2 _X2 X55, Xe 区 7 
.Pol%)=0, J1(%) = oa? 92(%) = 一 30 ps(%) 5 0 160 4400° 
— 一 2 _- 2 1 wa 2 x5 % 
. Po(%)=1, Pi1(%)=1+ % 2 ,Pa(X)=1+ + 6 4 
0) = 二 ;ho=l, [C2) 9s) Sg 1 hel pC) —9a(2)| < 
(2) % = 一， ho = 一 |9C%)— P2(%) | < 
习 题 4.1 
. (1) 相关 ; (2) 无 关 ; 
(3) 相关 ; (4) 无 关 . . 
=c]% 二 ce™. 5. y=~ciln%+c,%. 
e-J 00" 一 常 数 . 8 .光一 cl 区 十 Ca%2 十 sa。 
习 4.2 


y=—cie*+c20 *+(e*—e*)n(er1)— ex—1. 


可 


力 >0, q>0. 

(1) $=—56e2*+7e6*; 

(3) =—8 4 十 BTSX3 和 
(5) 光一 26r 十 2 Ex; 


(7) y=e*(26™ "7608 % 十 E "sin %); 


(9) 9 =AGcosw%++ 了 一 0 8ino% yy ， .. 


. (1) 4 一 Clp pz 十 Ca6x 十 Ca 和 23 本 


3x oo8Y BA 


(3) 4 一 Ci gx+e “(C2 C08 


(4) 4 一 Cl 二 CaY 十 Case 十 C4E *; 


(5) Y=c16* + C26 YY 十 C3008 罗 十 C49D N+ 


题 4.3 
2 ‘Pb.>0, 8@ 之 0 力 一 0， gq>0. 


(2) y=262*—@4*; 


(4) =e*; 4 ~ 
(6) » 12040-2*4 804 KO-2x; 


(8) = ei*(2008 LE 3X+ Vs) 


: (10) 9 一 7 一 58 7 


(2) 了 一 f18 + Ca. Ye -十 93% es} 


LA ,ein 区) ， 


. A 


-E+ om 


2 oo Vv 一 -人 
(6 ) y=e? “(cicosV 2 区 tc sinY 2- +e- 2 (Cacosl 2 reasinY 2 
(7) Y=c1ev>*+ C6 2THC3E*r HCA6 十 C5coS 加 十 Css 
(8) »=c162* -C0 2X 十 C3E34 十 C4B 3 
(9) 人 一 (CI 十 Co 克 十 C3M2)B2YX ; 
(10) 9 =(c1+Cac08 % + Casin # 十 ChYeos 共 十 Ca%sin 罗 )8s 
习 题 4.4 
1 .y= C163* 十 C264x 十 下 292, 4 一 Clcos2% 二 crsin24 十 2 
3 ， y=0- 2*(e cos1 3% > » teasinY 3 3. ) 十 本 627， 
4. y=(c1+c.9)e" 十 22283 
3 97 1136 
5 ， 必 =C16717 十 Ca 二 一 一 和 2 十 -一 - 必 十 一 ~ 一 ， 
?=O1 2 7 2 49 343 
6 ， y=( + 了)8sx 十 ex(Clo081/ 守 % 十 casin 3%). 
7, Y=e3t(c1c0s2t + 6, sin2t) +et (二 一 亏 t 一 上) 
8 2 32 
8.,»=Cc1c0g% easin ta ne 
9 9 (2 
20 338 13 1 
10. y=cC1C0S3% 二 C3in3%5%NC083 w+ 3% sin3% ， 
人 习 ” 题 4 6 
人 og ins0t -egv 二 sinW Bt 
1 .了 =2rY 所 秒 . 2 No Ver 
gE 0 1 . ‘$00. - 
3 .SS = 人 一 一 和 一 (1 一 -i BR 
Ek Rk:2 ) 


] J Un 1 - ee * , a 二 和 所 
一 n106 Tt)= Tocog106t ,i i 


i tp i “8. 
A 十 CL 2 人 | 1 
wO z 
1 V a 
lz 2 -~ 站 一 、 - . 
(2) -4 他 CH Monx A R ~ i 
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CR 6- V*-0z; 当 2>>C7 时 


\ 一 a 亿 2 
1 一 9 ‘Cohpt 9- 一 总 shpt ; 当 7 <py 时 ， 邓 = Ve < 


(t= le Ceosot+ (和 7) sinot]}. 


bs 


光 t )= 


第 四 章 综 合 习 题 . 


(1) Hm gC) = 2) lm 9(%)=0. 
习 题 5.1 
dx yy, /dx y, 
对 一， ea | 
(1) (2 dy Cy .ik 
dy _ 3 -9 一 一 一 + RCE) 
(do_, 
dx 
(3) 
dy, 


dx 可 
2 一 -一 Ai{%) 站 ea 久 _ aux)Yo. 


d Zs Gov +h2zs 十 C225， 


ted + Daszs 十 Caz5 . 


d zi _ 

dx 一 za， 
(4) 

d¢a = ag tbiza tes, 


exit 0 | 
0 e*2t 6 


2 A 办 
(2) 人 2“ 十 1， | 40 =?(0), 00=0(0); 
.606=t+0o . : | 


其 中 A= 人 
2 


1 
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™— 


ty 


CA 


rr = 一 一 -一 -一 一 -一 


| 


ee 
oe ec， Mi 


| e021 一 EC3t 


re”*t et C2 ) 
2 
(1) ET 0 C1\ 、 , 
i。 
0 ef \cC2/ 
(3) pa cos pt smpt C1 


— sinBt cosBt / \c, : 


/ [ 51 ) 


| i 


\ 一 上 3E5t | \ Ca’ 
1 3te2t /Ci 
(3) | 0 一 2ez1 i 
1 C2t ~—2@ tt) \ca); 
1 和 | 7! 应 满足 方程 [e-*" 
\ | 日 


| 1) {30 112 


\et efAANC 人 


(2) E2t 


0 e2t et C1 
et ezt est | 


El 


cosi sint 


| 


cost— sint cost+ sint , 


C2 


C3 人 人。 


六 
、?2 


(2) 和 ean Te aon + osm) 
=eil(c, sint —c,cost) +e i(c4cost —cssint). 


可 

ei fpe3t \ CC 
) 22 

1 0 0 C1 

他 2 ~ | 0 C» 

X22 
3 » 1 C3 
/tel~—t?—2 


e! @! os 


et\ /ci 


\(t—1)er—2t) 
/2sint— cost 
Sin 十 3c0S 了 


题 5.3 
1 0 0 (2 
2X 
“.0 |»10|0, 
0 0 1 te, . 
ee“* 0 C1 
4 旬 
ex* 0 6 2 | | Co2 
BY EYE 2* \C3 
题 5.4. ~ 、 . 


| 


加 or) et 


C2 
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— ote2t 


到 


pp CT Tt 


1 / 1 2e-! VC 2e-tmjet 一 十、 
| | 。 
.2 一 38 1/ cc, ,—3e tmniel 一 1 


第 五 草 综 合 习 题 


et ef ct C1 ) 
1 . (1) 四 | 


0 2sin21t 2c082 \ (C1 
(2) et | . : 


0 3@ t | 一 C0S2! sin2t | | cy |. 

加 | 
ef @*1 一 56 t/\cs | 1 一 3cos2f 3sin 2# | Ca3 
( 0 sint 2sint [ce1) 


(3) 


f 1 i 4B3 ! C1 
(4) | 一 2 1—2t ee 
、 1 一 1 二 e3t C3 


frcot ra ce) Jat 


\ 

， 

2CL cost+sint 2sint 有 | 
| 9 
et — gint cosf sint | 


9 


oJ Lr? -ot dat 
一 Co ， 


| 
Ca 


| 1 Ci 
t 

(5) 810 1 名 c， 
| 1 一 1 i Ca 
N11=Y ,Xi= Yn, 
和 2 一 22， 2 一 多 mt+2， 


有 


， 作 | 


yy,, 入 一 


4 .4 和 及 应 满足 方程 ， (A+Be-*"-1iE)R=0. 
6 .Q(t)=0, Gs.(t)=1, G1(t)=—1, 0,,.(t)=0. 
8 。 通 解 为 外 =Cle ?tt， 入 二 Coetsinint 2at 


习 题 6.1 
1 ，(1) 稳定 结 点 ; (2) 不 稳定 焦点; 
(3) 鞍点 ; (4) 不 稳定 焦点 ， 
2 . (1) 稳定 能 点 ; (2) 不 稳定 焦点; 
(3) 鞍点 二 (4) 鞍点 . 


3 . (1) 202 一 44232P0，D2>0 不 稳定 
焦点 ， 0<0 稳定 焦点 ; 


结 点 ，D<<0 稳定 结 点 ; 02 一 442 二 0，02>0 不 稳定 


(2) 423 一 45 之 0 稳定 结 点 ; &2 一 48 一 0 稳定 焦点 ， 
习 题 6.2 


1 。%2 十 如 二 1 稳定 极限 环 ， 
3 . %2 十 避 二 1 半 稳 定 极 限 环 ， 


4. 今 1=as (a 常数 ，s 变量 ) ， “=, n=-_2 


2 . %2 十 好 =1 不 稳定 极限 环 ， 


TY CC- 


可 题 6.3 


1 ,稳定 ， 2， 新 近 稳定 . 


3 ，4 委 时 ， 渐 近 稳 定 . 4 . 渐 近 稳定 . 
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|nformatlonI 
上 


QU | 1 局 口 
中 品 呈 口 V DO 口 
LIDIDIJn DO 


EE Ed 
| 


Bl EE 


生机 而 员 本 天 帮 回国 相国 全 本 本国 鸣 国 


记 [LIDDDDD 记 | 户 ] 广 | 
[0] CCICICICICICILI]O 
[0 CCICICICICICILI]O 
CC . CO 
CICICIOCOICICICICILIO 
下 上 EEETE 下 EE 
EE 1 EE | I Be a |] EH (| a | ED EE RE 9 EE fh 


本 本 用 本 加 


EE 可 


CO oO dO 


DDNDr 寺 甩 怕 广 中 上 虽 虽 人 洛 思 中 ONDDIDONOLDIAmOO DDNSYmDWOO 广 
CI) CC . 
.CMMAM . 


BE 
[办 四 四 四 四 四 四 四 四 四 中 . 
CAM OOOO OOONOACIOoOOON Co MOM oA OO OO OA OO OL 0 


0 


EE 
记 
记 


DDUU0U0UDD 


EE EE 
| 


J] 


[Ed 
记 
记 


记 
[C0] 
[C0] LL 
CD LL [0] 

记 CD LL [C0] 

LL [CD] LL [0] LL 
CI LL [0] LL [0] 
CDICICIDLI]IO LL CJLCICDI [C0] LL 
CCICIDLIO LL CCICICDI [0] LL 
CICICIDLIO 记 eiEdE Ea [0] 记 
LDLDDDIDD 记 | 广 CCICICDI [0] LL 


CCICCICIOOICICICIOCICICIICICIILILI 
CI 
EG EC :GEETEIETEDEIESElEdE hE 
LL CG CICICIOCICOCICICICICICILIO 
记 记 DC 户 oo 户 |D 记 IDDIDDIDICIGN 记 
-DDNOrUm DID .人 


